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INTRODUÇÃO 
INTRODUÇÃO. 
As f'errament.as ma'lemát.icas conhecidas i'oram surgindo com 
a nec0ssidada da se modelar certos f€tnÔmenos :f.Ísiccs. No sáculo 
passado surgiu uma nova area de at.uação da matemática. a 
Biornatemá.t i c a., que é a aplicação de ferramentas mat.emát.i c as na 
biologia. 
A aplicação de f'erramsnt.as mat.emál.i cas na bi ol agi a ' 
" a 
utilização das Ierramentas. já desenvolvidas na modelagem de 
!'ênÔmenos f'Ísicos. t1a modelagom de fenômenos biolÓgicos. Est.a 
modelagGm f'ez surgir discussões entre biÓlogos e rnat.emáticos. 
Como as ferramentas são devidas aos fenômenos fÍsicos. para serem 
aplicadas na biologia dava ocorrer cert..a adaptação do f'enômano 
biológico. ou seja devemsar deixados de lado alguns fatores para 
se obter equações ma~emá~icas tra~ávais. 
Uma área da biologia onde há muitos trabalhos 
ma~emá~iccs á a ecologia. Para se tar uma idéia da complexidade a 
diversidade dos f'enômenos ecolÓgicos. vamos dar a classificação 
para o tipo de in~eração ent.re duas espécies A e B. A 
classificação se baseia nos efeitos resultantes dessa interação: 
i) Neutralismo. em que nenhuma das espécies é 
afetada pela in~eração. 
1 
I N'!RODtlÇÃO 
i i) om que cada eospécio af'ot..a 
nega:tivament.e a oulra na lut.a por- &Spaço f'Ísico. comida. ou 
out.ros meios de subsist..ância. 
iii) Mut.uali 'no, ou Simbiose, om que a interação é 
banéf'ica a necessária par., ambas as espécies. Nest-e caso A a B 
são associados ou simbiot.as, Um t>:xemplo de>ssa sit-uação á a das 
bact..árias que fixam o nitrogênio nas leguminosas, um out.ro 
exemplo á o das bactérias que digerem a madeira. e os cupins que 
albergam est.as bac-térias no int.est.ino. 
iv) Prot.ocooperação. em que a int.eração é benéfica. 
mas não necessaria para as espécies. Um exemplo dessa situação é 
a dos caranguejos que hospedam cal ant.erados em seus dorsos os 
quais servem de camuflagem para o caranguejo. e por outro lado os 
calant.erados são t-ransportados e obt.em partículas de alimento 
quando o caranguejo capt.ura outros animais. 
v) Comansalismo. em que a G>Spécie A (comensal ou 
hÓspede) necessi t.a da espáci e B C hospedei r a) ~ mas não se af'etam 
pela int..eração.Um exemplo dessa interação é o das arvores de uma 
lloresta tropical e as orquÍdeas que habitam seus galhos. 
vi) Amensalismo. em que a espécie A C amensal) ' e 
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af"e'lada nega-tivamente- pela espécie B Cin.ibidor ou anl.ibiót.ico). e 
esta não se ara~a. O cogumelo P&nicilLium sacra-ta uma substância. 
chamada de penicilina, que e- inibidor~ do crescimento de certas 
bactérias. Ao que se sabe a bact.ária não reage contr-a o f'ungo. 
MetabÓli~os como a penicilina estão sendo produzidos -e sac 
chan~dos de antibióticos. Tem sido observado que em alguns casos 
a bact.ária reage produzindo uma subst.ância nociva ao íungo, e 
nesse caso teoernos uma situação da competição. 
vii) Parasitismo. e 
viii) ?redação. em que a espG<:::ie A (presa) e 
a:feLada negativamente pela espécie B (pradador). a qual nacessit.a 
dessa interação. Sob o ponto de vista ecológico esses dois tipos 
de int-eração não são considerados danosos. e. em verdade. ele-
pode ser necessário para a estabilidade do ecosisLema. Como 
exemplo t.emos o relato de Odum.; em 1907 havia uma população de 
4. 000 veados e uma raspei t.ável população de- predadores C pumas e 
lobos) coohabit.ando uma região do Grand Canyon. no Arizona. Ent.re 
1007 e 1923 f'ez-se um esforço deliberado para se remover os 
predadores. Em 1923 a população de veados subiu a 100.000. o que 
estava alám da capacidade de sust.ent.o of'erecida pela veget.ação. 
Logo. quase t.oda a vegeLação 'foi devorada. e em dois anos a 
população de veados caiu para 10.000. continuando a decrescer. Os 
3 
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danos causados à vegeLação foram graves. a levaria bastante Lempo 
para sua recuperação. Calcula-se que num sistema presa predador. 
a população de veados não passaria da ~0.000. 
Neste trabalho nós estudaremos particulamenta alguns 
sistemas presa pre-dador- • de duas espécies. A hi pót.ese básica é 
que no estudo da duas populaçÕes pode-se esperar que o ecosl.stema 
consist-a somente nas duas espéci as e dos ma i os necessários par a 
sua subsistência. 
No primeiro cap.ít-clo est.udaremos o comportament.o de uma 
única espécie isolada. iniciando com o modelo mais simples que é 
o modelo de Ha.tthus. at-é um modelo geral da dinânúca de uma 
sspácie. 
No capítulo 2 teremos o prime-iro modelo de- sis-temas 
presa predador. que é o modelo precursor dast.e sis~emas. o modelo 
Lot.ka 
modelo. 
Vot terra.. Nest.e capít.ulo há ainda modificaçÕes d;aost,s 
Nos oulros dois capítulos t..emos uma gener-alização do 
modelo presa predador~ nos quais aparecem a ocorrência de ciclos 
limit-as~ ou seja soluçÕes periÓdicas est..áveis para o sist.em.a 
presa. predador. Sendo o últ-imo modelo apresent.ado o modelo de 
Kotmoeorov que é o modelo geral de sist.ema presa predador. 
Dava se r-E!'salt.ar que os gráficos de plano de fase 
foram :fei t.os usando o ''Proara.m.a Traçado:r de Di.aarama de Fase" 
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desenvolvido por !Tunof~ G. H. [26J e pêlo programa PHASER da 
J<oçak, H. (201. 
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I-DINÂMICA DE UMA ESPÉCIE ISOLADA. 
I. 1 - HITRODUÇÀO. 
cap.flulo i nt.r oduzi remos alguns modelos 
da-Lermi n! st.i c os da cresci ment.o popul aci anal de uma espécie 
isolada. Começaremos pelo mais simples. Modelo de Hatthus. Talvez 
mais imporlant.a que seu impact.o sócio-econômico. ~enha sido seu 
ef'ei t-o sobre Charles Darwin, que sant.i u na pressão p·>pul aci onal a 
causa da uma inevi-tável seleção nat-ural. 
O segundo Mode1 o á o da Verhul s t - Pea:ri.. ou Hodeto 
Loatstico. Nest.e modelo se leva em cont.a a capacidade do meio 
ambienle de suport.ar at.á um limit.e máximo de indivÍduos da mesma 
população. 
Usando a mesma idéia do Modelo Loetstico. t.emos o 
t.er-cei r o modelo descri t.o pela mesma curva Csigmóide). mas com 
out.ro pont-o de inf'lexão (J1odelo de Bl.·urrJ::ug.rs). 
Como os modelos resentemente usados pelos ecologistas 
têm as mesmas propriedades do modelo Loetstico~ este é considPra-
do um protó~ipo de um modelo mais geral. 
O Último modelo a ser visto nas~e capítulo é o Modelo de 
Cl.a:rk que utiliza uma equação diferencial ordinária de se-gunda 
ordem que. com certas condições. nos dá como res:post.a. que a 
população tem ciclos de crescimento e decrescimen~o. 
I.2- MODELO DE MALTHUS. 
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Hatthus propôs em 1798 que uma população sem res~riçõas 
cresce gaoma~ricaman~a. [13J e (31): 
Seja xC t) o número da indiy.Íduos qua ··comproonde a 
população C ou biomassa~ou dansidade J no t-empo t ~ assumi me-. quli'1 
ss'la é uma "espécie .. isol.a.da". i st.o á, que não soí'ra int.erf'erên ia 
de- ou-lras {-''spécies~ e que as ~axas de nascimento e de mort.e sao 
proporcionais ao número indivíduos da população; "A 
variação rGlativa da. popul.ac'ào é proporcional. à própr-ia p: ul.a-
ção". 
dxC t) = C a _ b)xC t) 
--;rr- (1.1) 
onde a > O é o coef'icienta de cresciment.o da população devido aos 
nasciment..os Ct...axa de naL;;lidadeJ. e b > O é o coe!' i c i ent.e de 
variação da população devi do as mort.esCt.axa de mort.al idades). 
Para simplilicar t..omaremos a = a b e c h amar e-mos a de 




para t = o. xCO) = x
0 
(população inicial) e integrando a equa-
ção C1.2) teremos a equação do crescimento Matthusiano. 
xC t) 
"'' =X G o 
(1. 3) 
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Fig~ (1~1) Cresciman~o Hatthusiano. 
A equação (1.3) nos dá como gráf'ico a .figura (1.1), e 
com t crescendo Lemos: 
i) Se a> O. lim xCt) = +oo (nasce mais do que mor-
t~+oo 
re), a população cresce inde.finidamen~e. 
i.i.) Se o. < O, l.im x(t) = O 
t ... +oo 
Cmorre mais do que 
nasce), a população ~enda à extinção. 
ii.i) Se o. =O. xCt) = x • Vt Ca quantidade de mortes 
o 
é igual a de nasci ment.os) • a população 
permanece const.ant.e. 
I.3- O MODELO LOGÍSTICO. 
Para o. > O na equação C1. 2). temos que a população 
craseará com o t.empo crescendo. É razoável supor que uma 
população em algum meio deva crescer com um limite máximo devido~ 
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por ex~mplo. ao espaço físico, à alimsnLação. à luz solar. etc ... 
propuseram que o coeficiente de crescimento deveria decrescer 
proporcionalmant.s à população, ou seja, o valor const-ante a da 
equação (1.2) deve ser variável~ passando para Ca- ~x(t)). Então 
'leremos: 
dxC t) 
dt- (1. 4) 
onde et > O e (1 > O. Agora o t.ermo Cl - (3x< t) é o nosso coe:fi-
cient.e do cresciment.o. Novamsnta- uma integração de O a t. com 
x(0) ::::: x ~ nos dá: 
o 
i) para ct -:-t O 
onde C = a - (Jx 
o 
iO para a = O 
xC t.) = 







Com o tempo crescendo xC t) aproxima-se 
limit..e. ou seja 
i) Se a < O l. im. xC t) = O 
t-++OCt 
i i) Sa ot > o " l.im xCD = 7l t-o+oo 
(1. 6) 
(1. 6) 
de um valor 
Para ot > O. a dinâmica populacional é esquematizada na 
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!'igura I.Z. Se x
0 
< ~ a população cresce. aproximando de 
assin~o~icaman~e com t~ +oo, se "' fi a população decresce. 
novament.e se aproximando de " fi assin~oLicamanLe com t-~ +ro. se 
X = 
o fi a população permanece const.ant.a no t.empo com x(t) = 01. 
t 
Fig. 1.2- Curva loglst.ica Ca > 0). 
Há um pont.o de in~lexão em xCt) = 2a~ para soluções com 
x
0 
< 2a~ (curvas sigmóides). A prova é dada abaixo: 
Derivando a equação C1.4) em relação a x. ficamos com: 
Igualando a derivada a zero e resolvendo para x. t.emos: 
" • " -
= Z(' i.nf\.exQ-o 
Como vimos K " $ 1 i mi t.ant.a da população. deva = 7i o que 
ser obt.ido em !'unção dos recursos que est.a população t.em. por 
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exemplo: comida. ~spaço físico, luz solar, etc ... Este 1 i mi tan-
-te da população é chamado da capacidade d& transporte do m.eio 
(est.a definição nós usaremos mais tarde). 
1.4- O MODELO DE BLUMBERG. 
Como vimos~ para a > O. o modelo loeístico tem um ponto 
de inflexão am xC t) Em 1968, [ 6] propos uma 
modificação no modelo~ para podar descrever o comportament.o de 
espécies que exibem a curva loeistica Csigmóide) de crescimento, 
mas com ou~ro ponto de inflexão. A equação proposta á a seguinte: 
dxC t) 
dt (1" 7) 
C< 
ondex=-
oo (l é a população limit.e Ccapa.cida.de de transporte do 
meio). Os paramet.ros, a e b, devam ser ajustados para correspon-
dar a um dado ponto de inflexão~ calculado pela equação: 
a x 
co 
X - = b) i.nft•)fo.o C a + 
Para provar isto. derivamos a eq. C1.7) em relação a x 







- x) + (3bx Cx 
., 
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b-•c x) ax - Cb - a)x) 
"' 
Igualando asLa derivada a zero ~aramos ~rês soluções• 
X = 0 e X =::: -x sao pont-os 
"' 
Cnosd .. es dx pont.os ar::::;: 0)~ emt.ão: 
Para resolver a aq. (i. 7) 
população normalizada Cist.o é. 






p --+ 1 







eq. (i. 7) 
' que e a 
quando t -...- oo ) • e 
Integrando ambos os lados~ Leremos a solução f'ormal de 
(1.7). ou seja: 
+c= L a b p (1-p) dp (1. 8) 
o 
onde C é uma const.ant.e de int.egração. 
Btumbers. no seu trabalho. estudou variações para a e b. 
ê apresentou a saguint.a t.abela da f'unção FCa,b,p): 
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1 1 tn(p) - tnC1-p) 
2 1 lnCp) - tnC1-p) - 1/ p 
1 2 l.n.Cp) - lnC1-p) + 1/ (1-p) 
2 2 2lnC p) - 2inC1-p) + 1/(1-p) - 1/p 
1/2 1 tn(l +.,.P:, - tnC1-yp) 
• 
2/3 1 1/2tn [<1-p)/( 1-yp) ] • + tan -• (C1 +2 yp)/-{3 ] 
3/2 1 2tan -• (p" 2 ) - 2p -1/ • 
TAB.I- DerLerminaç~o de FCa.b.p). • 
I,5- MODELO AUTÔNOMO GERAL. 
Vamos supor que a ~axa de variação da uma população xCt) 
seja dada por! 
(1. g) 
Para que o modelo C1.Q) seja a expressão de dinâmica da 
alguma população devemos ~azar algumas suposiçÕes sobre a ~unção 
GC>D [141, 
i) GCx) deve ser posi~iva em quase ~oda par~e. 
conLÍnua e com primeira derivada conLÍnua por par~es em [Q.+a0. 
13 
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i i) d$Cx) dx :$ 0, X E [0,+co)~ d
. dGCx) 
on a dx signi!'ica. 
além da de-rivada usual, as derivadas lat.erais nos pontos da 
descon~inuidade da derivada. 
Separando as variáveis na equação C1. 9) e integrando, 
t..smos: 
I "u-G;:;d~;:u)~ = t c 1.10) 
o 
Com as hipót.ese t:) e ii) temos duas possibilidades para 
GCx): 
1 ~ GC x) > O para x > O. 
2* Exi st.e K. > O tal que GC x) = O. 
Caso it Desde que GCu) > O e u > O, a equação (1.10) 
claramente t.em uma solução para t posit.ivo somente se X > X 
o 
Como a i n'legr al da equação C 1 . 1 0) é uma ít.mção monot.oni camenle 
crescente de x , logo ela vai para o in~init.o com x -4 +oo~ ent.ão 
a equação (1.10) sempre tem uma solução para t > o~ x = xCtJ~ tal 
que tim xCt) = +ro~ produzindo uma população de crescimento ilimi-
t .... +oo 
t.ado. Est.& caso tem como pro~ÓLipo o crescimenLo Hatthusiano. 
Caso 2: Sem perda de generalidades~ podemos assumir que: 
K = sup < x tal que GCx) > O ) 
14 
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Agora. de ii) ~~mos que a d~rivada à esquerda de GCx) em 
x = K exi st.s, e usando o t..eor ema da mádi a em uma vizinhança à 
esquerda de x = K. 'Lemos que G(x) pode ser escrit..a como: 
onde 
X > X 
o 
t } O, 
Agora: 
s(x) = 
GC x) = Cx-10 e(x) 
dGCx) 
-~ ~ a ainda 
Consideremos agora o 
+oo. 





para que a equação (1.10) tenha uma solução posi~iva para 
" 
X 
L du é monot..onical11Gn"le crescente para uGCt.D 
o 
Mas na vizinhança de K temos: 
-A < dGCx) ::5 O dx para x > O e A > O 
Das equações (1.14) e (1.15) t..emOS! 
1 








2: 1 > o 







X $ X ( K. 
o 
(1.12) 
c: .. 13) 
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• 
1 J A 
• o 
dtt 
'U c }(-'U) 
• 
= A~ I, [~ + CK:u)] du 
o 
+ B ] C K.-u) du 
Fazendo as con~as. ~amos que: 





'U ( }(--u) = A~ r lnCx) - tnCK.-x) + DJ = FCx) 
CL14) 
No limi'le: 








uGCW = +oo CL15) 
Ent.ão da monot.onicidada a da eq. (1.1!;5). a eq. (1.10) 
sempre t.em uma solução para t>O. e est.a solução é 1 imi t.ada 
superiormanLe por x = K. 
Sex 
o 
> K e GCx ) 
o 
um K como sendo; 
• 
= O Ce porta.nt.o 
dGCx ) 
o 
K = inf < x ta~ que GCx) < O ) 
• 
< 0). fi xa:remos 
9 argumentando analogamente ao caso ant.erior. vemos uma vez mais 
que a eq. C1.10) t.em uma solução para t ~ o. a qual decresce e é 
16 
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limitada abaixo por x = K . Se x ~ K e GCx ) = O $nLão dire~a-
' o o 
manta da aq. (1.9) temos que x = x é a solução desejada. 
o 
A dinâmica populacional é esquematizada nas rigura 1.1, 
figura 1.3 e ~igura 1.4 onda GCx) =O para x > K. 
' 
Fig~ 1~3- Crescimento de uma população com 
capacidade de transporte do meio. Ki>K. 
' 
~~~~~~ol•l f-: -o 
K-------=-~~====~· 
Fig~ 1.4- Crescimento de uma populaç~o com 
capacidade de transporta do maio. GCx)=O 
para x>K. 
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Um a-xomplo para e-st.a caso á dado quando; 
GCx) ·- }( - X • K > O • 
onde 
G(O) = K ;::;; -1 !f o para X E (Q.oo) 
Nosso modelo fica: 
dxCt) 
---ar- = x CK-x) 
que & c modelo Log.Ít-ico~ vist-o ant....eriorment.e. que t.em como 
solução: 
f'ig. 1. 2. 
xC t) = 
K 







Cuja dinâmica populacional 
1.6- MODELO DE CLARK 
é dada pelo grá~ico da 
Podamos aprimorar nosso modelo de cresci manto de uma 
espécie usando equações diferânciais de ordens superiores. Nest.a 
seção int-roduziremos um modelo que utiliza uma equação 
diferêncial de se-gunda ordem. Um modelo conveniente de segunda 
ordem roi dado por Clark em 1971 t10J: 
(1.16) 
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A derivada segunda deve ser en~andida como sendo a 
"força de vi da" da êspáci e. Vamos supor que esta f' orça de vi da 
seja a soma de duas quan~idades distintas: 
Ge: a força de retorno ao ponto de equilÍbrio 
(está relacionada com a capacidade do meio). 
Gh:a força devido a influência do passado recente 
da população. 
Ent-ão: 
Como Ge é a força de restaur-ação. ent.ão podemos pensar 
que só dependa de x. logo: 
Ge = -J5(.x) (1. 1 7) 
onde $(x) deva Lar as seguintes propiedades: 
• • 1. x > O tal que e(x ) = O (equilíbrio). 
• • 2. Cx-x) tJCx) > O para x = x (ef'eit.o de rest.aura-
ção). 
Agora. como Gh raf'let.e a recente história da popula-
ção~ assumimos quiS! esta é influe-nciada péla t.axa de crescimento 
da população. isto é. Gh é proporcional a dx dt• com a cons~an~a de 
proporcionalidade sendo uma ~unção da população. ou seja: 
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Gh dx =- -j(x) dt 
Então. nosso modelo fica: 
x" + fCx) x~ + g(x) =- O 
que é uma equação de Liénard. 
CL 18) 
C1.19) 
Para a equação d& Liénard com as seguin~as supos~çoes: 
i) f é par. e é impar. xe(x) > O para x # O; 
fCO) < O; 
i i) f e g cont..Í nuas 
condição de Lips;chi tz para todo x: 
11 S(x) - eex,) 11 < I( li 
onde K é uma constante; 
• 





- X fi ' 




iv) FCx) tem um Único zero positivo.x =a. e FCx) é 
monot.onicamente crescente para x > a ; 
TEOREMACde Lién.a.rcD: .. A eq. Cl.19). com as suposiçÕes 
i)~ ii)~ iii) e iv). possui uma única solução periódica a qual é 
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or bi 'tament..-e est-ável ". 
Com isso ~emos que ast,e modelo se comport-a di~arent.e dos 
outros modelos. cujas soluções se aproximam de algum ponto 
Csujei~o a capacidade do meio) assintoticamente. Não demonstrare-
mos o Teorema de Liénard. pois Ioga do nosso int.tlit.o. ala poda 
s-er vi st.a em { 23:1 . 
Exemplo: Tomando: 
e<x) = x - u 
" 
fCx) z = Cx - W - 1 
a equação :fica: 
x" +[c x - u) 2 - 1) x• + C x - v.) = O (1. 20) 
Com uma mudança de variáveis: 
w=x-u. 
temos que e(w). j(w) sat-isfazem as condiçÕes i). ii)~ iii) e iv)~ 
logo. pelo teorema de Liénard, deve haver uma Única solução 
periódica a qual á estáveL Para ser mais f'ácil visualizar est-a 
Órbita. transi'ormaremos a eq. 1.20 em um sistema de primeira 
ordem: 
Seja: dx C ··'. -+ X ~ .• :Y = dt ::.:;=-,3,_=- - Cx - 0 + v. ent.ao: 
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{ dx Cx w• - Cx - u) dt = )) - " - 3 (1. 21) dv 
dt = - X + " 
Usando o "Proerama Traçador de Díasram.a de Fase" [ 231. 
t.omos o segui nt.& diagrama de f' .tiS é par a o si st.ema 1 . 21 : 
Fig. 1~5- Solução periódica do exemplo de modelo 
de dinâmica poulacional de uma espécie de segun-
da ordem. 
1.7- UMA APLICAÇÃO DO MODELO LOGÍSTICO. 
Em 1999. Raimundo Hen.riq-ues [1QJ f'ez uma análise da 
operação Curupira. A operação Curupira consist-iu no resgat.e da 
fauna na área de inundação da hidroelét.rica de Tucuruí no Pará. 
no perÍodo de 11 de set.embro de 1984 a ZO de abril de 1985. Est.e 
t.rabalho t.em uma certa importância devido ao crescente número de 
es~udos de implan-tações de hidroelát.ricas na região Amazónica. 
Henriques ut.ilizou o modelo logístico para modelar o 
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compor~,amsnt.o da população de t-amanduás mirins nas ár-eas de 
sol-tur-a ao redor da r-apresa. EsLa espácie foi escolhida devido a 
ser racilmant,e reconhecível. e dado aos seus hábitos arbóricolas 
pode-se garant,ir o resgaLe da maior parte da população. O modelo 
l ogÍ s'Li co á dado por·: 
rx (1 onde- X o número de 
indivíduos da população de t.<).manduás mirins. r é a t.a:xa de 
cresciment·::~ dest-a espécie. a k é a capacidade de t-ransporte do 
maio. 
Na area de 2. 430 2 km • que seria inundada pela represa. 
foram caplurados cerca de 3. 600 t..amanduás mirins. o que dá uma 
capacidade de t..rans.por-te do meio ds 1.5 indivíduos / km2 • 
Adirni t.indo que a capacidade de t-r-ansport.e do meio do tamanduá 
mirin na área inundada era a mssma das áreas contíguas (cerca de 
1.000 km2 ) onde os animais f"oram soltos. k ser-á igual a 1.600 
indivÍduos. Este número deve est.ar um pouco abaixo do valor real. 
pois não inclui os animais que conseguiram escapar- da região 
limite da represa. 
O cálculo de r se baseia na r-elação empírica exis'Lente 
entre esse valor e o peso médio de indivíduos de dif"erant&s 
espécies. O peso médio do 'Lamanduá mir-im pode ser eslabelecido em 
5 x 103 g. com isso é possível estimar r em aproximadament...a 0~05. 
Port.ant.o nosso modelo logÍst.ico para a população de tamanduás 
mirins na região de soltura á dado por~ 
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dxCt) =o 06 (1 dt • X - r.~oo) 
Para podermos analisar ast.a equação di~erêncial só fal~a 
o pon~o in{cial, ou seja a população de Lamanduás mirins 
exi st...ant...es ant.es nas áreas de soltura C1. 500) mais o nÚltl!<ilr·o 





6.100 indivíduos nas áreas quando operaçaa 
Como vimos an'Leriorment.e para o modelo log{st.ico, quando 
a população inicial á maior que a capacidade de t..ransport.a do 
meio Cesta caso). há uma diminuição gradat.iva da populaçiio até 
ela se estabilizar na capacidade de transporte do meio~ fig. 1.6. 
' 
s 
FIG~ 1.6- Comportamento da população de 
tamanduás mirins nas ár&as de soltura. 
ao redor da represa de Tucuruí. 
Usando a solução analítica da equação logística. que é 
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podemos calcular o tempo gast.o para que a metade da população 





1 + r:.500- 1) ê-0.05t LEi. 1oo 




e = 0.7059 
t = 5.165 anos 
Da mesma maneira pode se most.rar que 90% da população 
resgatada desaparecerá em 26 anos~ e que só voltará ao equilibrio 
ant-erior (99,9% da população r-esgat.ada mort.a) passados 140 anos 
(se as condiçÕes ambientais não se alterarem). 
Com este modelo. mostra se que o salvamento da rauna de 
Tucuruí e de outras represas. como Balbina no Amazonas. não t.em 
sus'lent.ação cientÍfica. populaçÕes resgatadas estão 
ínvariavelmente perdidas. 
O que f' oi f' e i t.o aqui para a população de t-amanduás 
25 
CAPÍTULO I DI NAMI CA DE UMA ESPt;;CI E I SOLADA 
mirins pode ser feito para out-ras espécies. necessitando serem 
calculados r. x
0
, a k~ pois são dií'erentes. Como vimos. r é 
inversament-e r-elacionado ao peso médio dos indivíduos de uma 
port.anto para x • 
o 
k prÓximos. espá-ci es com i ndi ví duos 
menores vão ter suas populações diminuÍdas am menos tempo. 
26 
CAP!TULO I1 SISTEMA PRESA PREDADOR 
li - SI SfEMA PRESA - PREDADOR. 
11.1- INTRODUÇÃO 
Quando pensamos '-"ffi pr ,~~dação nos ve-m a cabeça o 1 aão 
caçando um animal nas planícies Af'ricanas~ ou uma Águia 
mergulhando sobre sua presa, ou seja. uma interação dramática 
ent.re presa e pr·edador. t-1ui t-as das predações, no entanto, sao 
produzi das por "a'loras" menos dramá-Licos Cdo nosso ponto de-
vist-a) como por exemplo; pássaros ins.etivoros, larga:los ou cobras 
e sapos~ numerosos peixes. ar-anhas com suas Leias .e inset-os 
voadores, vespas e aranhas. alguns inver-tebr-ados mar-inhos, etc ... 
De uma maneir-a geral quando t.rat.amos de um "sistema pre-sa 
predador", o processo compreende a sobrevivência de uma espécie 
que se alimenta de outra. A pradaç'ào é a mais com·um das 
interações entre espécies. 
~ando es~udamos a dinâmica de duas espécies~ convivendo 
no mesmo habi~at onde uma preda a ou~ra~ nos vêm algumas pergun-
"tas que gostaríamos de responder* como por exemplo; O quanto a 
predação reduz o número de presas ? Ou ao contrário. se não temos 
os predadores. população de presas .. explode" ou cresce 
suavemente ? O que acont.ece ao equilÍbrio presa predador se um 
inseticida geral como o DDT ' 
" 
aplicado. o que aconteceu mais 
r-ecent.ament.e quando o Hatathion foi aplicado cont.ra o bicudo? 
Pode a interação presa predador gerar oscilações nas populações. 
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e se isso ocorrer. o que determina a fraquência e a amplitude das 
oscilações ? Nest.e caplt-ulo e- nos próximos veremos ast.a e outras 
ques"LÕes. 
I!. 2- ESQUEMA BÁSICO DE UM MODELO PRESA PR.EDAOOR* 
Neste capít.ulo e nos pr-Óximos. consider·ar-emos modelos 
baseados êl'n um f'ormat..o comum. sis'lomas envolvendo um predador e 
uma presa. Seja xCt) a de-nsidade- populacional da presa Cou número 
de pre-sas. ou biomassa) • e :yC t:: a densidade populacional do 
predador (ou número de predadores. ou biomassa). ant-ão o esquema 






taxa d9 cres;irw:nto da ] ( 
presa na a'U.Senc ta do 
predador 
taxa de ca.ptvra 
da presa por 
predador 
taxa d6> mortalidade] 
de predadores na au-
sência de presas 
C2.D 
O primeiro Lermo da primeira equação de C2.1) descreve o 
cresciment.o da população de presas na ausência do predador e é 
dado. por exemplo. pelos modelos do capí~ulo I. 
II • 2. 1 - FUNÇÃO RESPOSTA DO PREDADOR. 
O segundo Lermo da primeira equação de (2.1) ralaciona a 
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população da presas com a população de predadores. O termo entre 
colchsLes. r-apresentando a captura das presas por 
predador. é chamado da resposta funcionat ou função respota de um 
predador. a qual tenta descrever como os predadores capLuram suas 
presas CHolling [ 18)). Nest.a f' unção devem est.ar resumidas 
in:formaçÕes sobre o predador, 
Como a resposta f'unci anal relaciona presas com 
predadores, ant.ão podamos escrevê-la da seguint.e maneira: 
F = FCx,y) 
Podemos considerar que a re-sposta funcional so dependa 
da abundância de presas CF = FCx)), sendo assim suponhamos ini-
cialmente que a taxa de captura de presas por predador cresce 
linearmente com o crescimento das presas. Agora. se o número de 
presas f'or- maior que as necessidades dos predadores veremos que 
esta suposição não G realis~a~ en~ão uma ~unção assin~Ó~ica a um 
valor máximo de presas capt..uradas por predador deve ser mais 
r-ealis~a. com es~e máximo sendo de~erminado pelo mínimo de tempo 
necessário para capturar e manusear uma presa e pelo nível de 
saturação do predador. Se olharmos pelo ponto de vis~a da 
eficiência do predador para um da~arminado tipo da presa veremos 
que a r-unção resposta de um predador depende da frequência de 
encon~rar a presa. por exemplo; a e~iciência da captura pode 
melhorar com experiências adquiridas. Dest.a maneira a curva da 
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função respost-a do predador SE:tt·á uma sigmÓide. A figura (2.1). 
mostra os três casos citados acima. 
De uma out.ra man&ira podamos considerar que a resposta 
funcional de um predador pode de-pender da abundância de 
predadores CF= FCy)). por exemplo: 
i) Se houver agressão ent.re predadores, ent.ão a taxa de 
captura de presas por predador decresce com y. 
i i) Se predadores caçam em grupos. ant.ão a t-axa per 
capita dE captura aumenta com y. 
Pf'<:>~'"'-S 
co:pt uradas 
quando y é pequeno. 
' nu mero de preeQ.e 
Fig. 2.1~ Esboço dos tipos de resposta 
funcional (ou função respost-a de um pre-
dador)~ eixo y versus a abundância de 
presas~ eixo x 
Se não houver alguma int-eração de compor-t.ament.o dest-as 
espécies acima. ou de outras "formas. ant.re predadores. ent.ão a 
r~spost.a funcional independent.e de y. 
A respost-a funcional t.ambém pode depender da hist.Ória 
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racên"la do sists-ma. Para errLender o signif'icado de>st-a dependência 
hist.órica. de.finiramos o tipo do animaL como sendo a quantidade 
de presas cap'Luradas durant.e sua vida, portanto dois animais de 
mesma idade podam ter tipos dif'erant..es dependendo da quant.idade 
dê presas que existem durante suas vidas. Port.ant.o. para deis 
animais da mesma idade pode se ter dif"erent.es tipos. dependendo 
da q1.1anLidade da presas exí s'Lent.es durant.e a vi da de cada urn. 
Frequen'Lament.e. lemos que a t.axa de captura da presas por 
predador est.á diretamente relacionada com o tipo do predador. 
Como o result.ado à resposta f'uncional pode depender do regime de 
abundância de presas pelo qual os predadores vi varam. dosde seu 
nascimento~ por'lanto. f"azendo a respost.a funcional depender da 
recen~e his~Ória do sistema. Est.e pont.o de visLa pode ser rnui~o 
import...an~e em sisLemas marinhos. onde muit-os organismos, 
incluindo peixes, mal uscos. e equi nodermas. t.êm suas t-axas de 
capturas de presas re-lacionada com o tipo de cada animal. Por-
out.r-o 1 ado~ exi st.em poucos est.udos sobr-e respost.a f une i anal 
dependente da história recente do sistema. 
II. 2. 2- RESPOSTA N\IMÉRICA DO PREDADOR. 
O primeiro termo da segunda equação do sist.ema C2.1). 
relaciona a população de predador-as com a população de presas. A 
expressão ent.re colchet..es. que represent.a a t.axa pela qual um 
predador ••convert.e•• a presa capt.urada em novos predadores, é 
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chamada 
numér-ica descreva como novos pradador&s surgem de acordo com as 
presas capt.uradas. podemos supor que a re-spost..a numérica e uma 
f'unçào da rasposl.a f'uncional. portanto se F= FCx.y) é a r&~post.a 
funcional e G é a respost..a numérica~ ent..ão G = GCFCx.y)). Sabe-se 
muit.o manos a respeito da r-aspost.a numérica do que sobr-e a 
resposta funcional de um predador~ pois seria necessário observar 
a reprodução de uma amostra da predadores sobre det.e-rmi nados 
regimes de disponibilidade de presas para se determinar a 
resposta numérica. Uma suposição comum, é que uma certa fração 
constant.e de energia gerada pela capt.ura de presas é alocada na 
reprodução de novos predadores. ou seja. para cada predador a 
respost-a numérica sera simplesment-e uma const.anle vezes a laxa 
pela qual o predador capt.ura as presas. isto ' e, a respost-a 
funcional. ent-ão teremos: 
G = etFCx,y) a const..ante 
II.3- MODELO LOTKA - VOLTERRA. 
I I. 3.1- DEFINIÇÃO. 
Em 1925. de uma conversa com o jovem zoólogo Umberlo 
d" Ancona, sobre a diminuição da proporção de peixes presas. no 
mar Adriático. nos anos da primeira Guerra Mundial. o matemático 
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Vi"Lo Vol~erra pr-opôs um modelo que ajudou a predizer &s~a 
fanômano. 
No mesmo ano em que Volterra tomou interesse pela 
e-cologia, A. J. Lot..ka pul,licou um livro ent.itulado "E:te1'1lfints of 
Physical Bioto!SY" no qual t.raz a discussão do mesmo modelo 
ut-ilizado por Volt.erra para a interação presa - predador. Est.a 
modelo que á conhecido como Hodolo Lotka - Votterra é descrito 
abaixo r13l. [27) e (33J: 
Seja x(t) a densidade C ou ' numero ou biomassa ) de 
presas no instante t. e :yCt) a densidade (ou número • ou biomassa 
) de pr-edadores no i nstant.e t. Suponha que as espécies vivam num 
meio homogêneo. e que a estrutura de idades não seja levada em 
con'La. Para a presa assumi remos que o c r· esc i mente na ausência de 
predadores: ' e o Malthusiano, ist.o de 
crescimen~o é const.ant.a. a além disso assumiremos que a respos~a 
f'uncional de um predador é linear. Com est.as suposições nós 
~emos: 
dxC t) 
dt = OIX - Cfx)y o..($ > o c a. ao:> 
Para o predador. assumiremos que na ausência de presas o 
predador se ex~inguirá exponecialmen~e. e que a respost.a numérica 
é uma const.ant.e vezes a respost.a f'unciona1. port.ant.o Lemos: 
dyC D = y C(?x)y - óy 
dt • õ.r > o • 
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chamando r ::: r (1, temos; 
' 
dyCO = 
dt yry - óy 6.y > o (2. 2b) 
O sis~ama C2.2), ro1mado pelas equaçÕes C2.2aJ e C2.2b), 
é o sistema conhecido como Lotka - Volterra. e de acordo com o 
f'or-ma:to def'inido em !I. 2 é o mais simples modelo de sistema presa 
I I. 3. 2- ESTABILIDADE E EQUILÍBRIO DO MODELO LOTKA -
VOLTERRA. 
O sistema C2. 2) não é linear e por'Lan'Lo não int.egrável 
em t na lorma escrita acima; ele pode ser reescJit.o da lorma; 
dx( t) 
xC f'y) = C< -dt 
(2. 2) 
dyC t) 
= dt yC-6 + rx) 
Como x a y representam populações. est.udaremos o 
comport.ament.o de C2. 2) no primeiro quadrant.a (pois não existe 
população negativa). Nos semi-eixos já sabemos o comportamento do 
sist.ema, conlorme a delinição do modelo. Os pontos de equilÍbrio 
de cada equação sao: 
i) o "' X = 
" 
y = (l 
i i) o ó y = e X = r 
Combinando estes valores ~emos ~odos os ponLos de 
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equilÍbrio do sis~ema C2.2). Como já sabemos o compor~amon~o do 
sistema em cima dos eJxos~ nos estudaremos o equilíbrio no 
' 6 "" int-erior do primei r o quadrante~ isto a~ no ponto Cy , {r-. Para x, 
y > O t-emos a seguinte pr-oposiçãc 
~ 
PROPOS""1_g..Q__?. 1: Todas as br· bi t.as do si st..em.a C 2. 2) no prime i r o 
quadrant..a menos o pont-o ci • ~ são curvas f'ochadas. 
Prova: Consideremos a função: 
jCx,y) ( =· - !n X 1 )rx* ( ~ !n L - 1 ) riY (2. 3) = + -* * * X y y 
• 6 • a 1~ IR. onde X = 
" 
y = {j • e /Cx,y): quadJ'-a.nt.e ~ r 
~ 
APIRMACAO I-: fCx.y) tem um Único pont.o crít-ico que- é de .rn.í ni mo 
* • absolut.o em Cx .y ). 
A !'unção (!CO = t - l.nCD • t!f(t):CO,+ocV -+IR. t..am mínimo 
absoluto. igual a t • no ponto t = 1. logo: 
t õJI! 1 <>t fffC O > e(l) * t - tnC t) > 1 ..., t - l..nC t) - 1 > O~ 
. . .. . ~ 
portanto fCx.y) > O se Cx.y) .,t. Cx .y ). Como fCx ,y) e de.finido 
' • * e igual a o. exist.e nunimo em Cx •'Y ). 
AFI RMAÇÀO I I , fCx,y) é const.ant.e ao longo de cada Órbita 
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/CxC D ,yC 0) [ :. dx 1 dx) • ( 1 dy 1 ~}')fly* = dt -- rx + - ·~u X dt y dt y 
• 1 dx • 1 dy 
= Cx - x )r + Cy -y )(3 X dt y dt 
6 JrCa = ex - r - fly) + (Y ~ )f'c-6 + yx) 
= Cyx - ó)C~ - {3y) + C(ty - cüCyx - ó) 
d JC xC D , yC D) = O , V t 
dt 
• 





y só se- anulam 
• • simult.aneamen'Le em Cx .y ) , logo fCx.y) não é const.an'Ls em aber-t.o 
algum. 
Port.an'Lo as curvas de nive-1 
• • fechadas ao redor de Cx .y ). 
de fCx.y) são curvas 
Com estas t.rês a~irmaçÕes t.emos que fCx.y) é uma função 
da Liapunov. então as curvas onde fCx.y) = const.ante Ccurvas de 
nível de /). que são curvas fechadas~ são as Ór-bit.as do sist.ema 
(2.2). provando a preposição 2.1• 
A in-t..erpret..ação do resul t.ado acima é que t.oda evolução 
que comece no interior do primeiro quadrant.s~ ecat.uando-se o pon-
* * . 'd" • • • • to Cx .y )~ resulta per~o ~ca. Como fCx ~Y) =o. Cx .y) corres-
pende a um equilíbrio. ou seja~ se as populaçÕes iniciais forem 
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x(0) • ::: X • yCQ) • )I elas con'linuarão constante ao longo do 
. . ' Lempo~ pois (x ~Y ) a uma orbi~a reduzida a um ponto. 
Como. pala definição do modelo. a população de presas na 
ausência de predadores aumen-ta s;;;.gundo o modelo da- l1a~thus, 
população dê pr-o?dadores decre-sce com a ausônci a de presas 
(decrescimento exponêncial) • t.amos que a or·igem e um ponto 
hiperbÓlico (ponto sela). 
A análise acima está ilustrada na figura 2.2: 
Um out.ro resul 'lado i mpor'lant....e sobre o sist-ema (2. 2). 
est.a descri t-o na proposição 2. 2. 
PROPOSIÇÃ.O 2. 2 :Se CxC t) ~yC t)) é uma orbi t-a do sistema C2. 2) no 
primeiro quadrant..e~ excet-uando o pont...o • • Cx.:y). de per i odo T. 
ent-ão: 
" 
1 T • 
f x( Ddt = x T Jo 
1 T * 
-f ,c,)dt =, T o 
Isso quer dizer que. 
C2.4) 
cz. 6) 
para qualquer evolução as mádias 
das populações no ~empo coincidem com os valores do pon~o 
• • Cx .y ). 
Prova: Calculemos a in~egral: 
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port..ant..o. 
1 dy 
y dt dt 
T 
-.f C-6 + yx)dt 
- o 
T 
lnCyCt))j: = -6T + yf
0 
x(t)dt 
o prim~.:.~iro Lermo e zer-o~ pois y(O) = yCT). ant,ão; 
xC t.)dt = 6T 
r 
• 
.::;; X T 
Analogament-e para yCt)a 
r 
' 
Fig~ 2.2. Soluções. no plano de fase. 
para o sistema Lotka- VoLterra. sis-
t-ema (ê.2). 
II.4- MODELO DE SAMUELSON OU MODELO LOTKA- VOLTERRA COM 
RETORNO. 
Modificaremos o sist..ema (2.2), por uma sugest-ão de 
Sam-uelson C1Gô7). para incorporar o que chamaremos de ret-ornos 
crsscenLes e de-cr-escent.es. As modificaçÕes -sao simples. -e sao 
obt.idas somando um t.ermo quadrát-ico em cada equação do sist.ema 
CZ.2). como segue: 
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posi -Li vo e C e 
2 
Zéío Crosp.;;;.-c'Livamente ffi<?nor que zero) e a outra é igual a zero. 
O sist-ema Lotka Vol.ter-.ra com r&torno t.ent-a mo elar o 
.esforço grupo das espéci as. Biologicamenle, o reLorno 
crescent.e si gni f" i c a que- o cresci men"Lo das espécies re:forçado 
pelo aument.o das e-spécie-s. Nós podemos not-ar ist.o. por exemplo, 
nos lobos que caçam melhor em grupo. ou em bÚfalos que se 
del'endem melhor em grupos. Ret.ornos decre-sc-e-nt-es surgem em 
situaçÕes onde- o cresciment.o muit.o grande das espécies :faz surgir 
um impediment-o no seu próprio crascimli3'nt.o. t-an-to par-a presa e 
predador ist-o pode ocorrer. Considerando o sistema (2.6), com C 
• 
< O e na ausência de predadores, teremos o crescim~nt.o Losistico 
para as présas. 
Para fazermos uma análise global C2. 6) 




Como {1;r > O a ..:_r,nd:iç:;·o (2;.8) so será violada qu::;,ndo 
($6 - a C 
• 2 X = ~-+e:c 
' 
2 
ar + 6C 
• ' y = (fy + c c 
' 
2 
* • Para qu>? x e y sajam posi t.i vos 'Lemos: 
-($6 < c < ($6 
" 2 "' 
Fazendo a seguintE;· mudança de variáveis; 
• u ::::: x -x 
o sistama C2.6) fica: 
• 
v = y - y (2. g) 
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duCt) • • 





dv(t) C v • c v) ~ + y )(yu -dt 2 
Agora o sist.ema C2.10) t-em o pont.o de equilÍbrio na 
origem. Tomando a equação (2.3) novaman~e como sendo a ~unção de 
Liapunov, e a equação (2.9). nós temos: 
portant.o, 













2 rc u 
• 
2 




v(l 1 dv 
dt • v + y 
v(Kyv + C v) 
2 
(2.11) 
Agora suponha que nós t.emos um retorno crescente ou 
semi -crescent-e. en'Lão: 
dfC u, v) 




+ v ;:t! o 
Ist.o sigrü:fica que as t.r-aget.Órias do sist.ema (2, 10) 
atravessam as curvas de nível de fCu.v), ou seja as curvas 
fCv.,v) = c com c > O C2. 12) 
de- dentro para f'ora Cnós vimos que es-t..as curvas sao fechadas). 
Portanto as trage-tórias são espirais crescentes (se afastando da 
• • origem no plano uv), ou espirais se arastando da panLo Cx •Y) na 
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plano ~· rigura 2.3. 
Para um ret.orno decrescerrle ou semi -decrescent.e nos 
t.emos: 
dfC u, v) 
di < O • para 
2 2 
" + v 
Nest.e caso as Lraget.Órias at.ravessam as curvas de nível 
(2.12) de rora para dent.ro, porLant.o as soluções são espirais que 
se aproximam da origem no plano uv, ou espirais que se aproximam 
• • do pont.o Cx •Y) no plano xy, Cíigura 2.4). 
Falt-a est.udar o comport.ament.o do :sist.em.a em cima dos 




Para o caso de retorno crescent.e t.emos: 
logo x(t) 
d 2 xC t) 
com dt 
dxCD -~ > O • para x > O 
' e crescent.e, derivando (2.13) nós Lemos: 
> 
d2 xl:. t) 
xC dx + (a = di 
' 
dt 
O para X ) o, x(t) ' e 
ti.m. xC t) = +oo 
t- +oo 
C x) dx + 
• dt 
ilimi "lado, por'Lant.o. 
C2. 13) 
Agora para o ret.orno decrescent.e. t.emos que (2.13) é a 
equação do cresciman~o Loeistico. logo: 
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lim x(t) C< = - ~ 
(-4 +ro c i 






=yC-y+C) dt 2 (2.14) 
Para est.a equação diferencial nós t.emos dois pont.os de 
equilÍbrio que são: 
y =- O e Y = r c 
2 
No caso do ret.orno crescen~e nós t.emos que: 








> o para y > ~ e y < o dt 
' 
9 um gquil{brio insi...ável. cem as soluçÕes se 
afast.ando des-te pon"Lo. Agora, em y = O nós 'lemos um equilÍbrio 
es-tável, com as soluções se aproximando dest.e pont.o Csst.a análise 
á feit.a soment.e sobre o eixo y). figura 2.3. 
No caso de ret.orno decrescent.e~ 'leremos: 
dyCt) 
dt < o para y > o 
logo. as soluções se aproximam da origem. figura 2.4. 
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• 
' 
Fig~ 2.3. SoluçBes no plano de ~asa pa-




Fig. 2.4. Soluções no plano de fase pa-
ra o sis~ema presa predador com ret-orno 
decrescen"Le. 
Para ret-ornos decrescent-e (crescent-es) vimos que as 
soluções se espiralizam a se aproximam (afast-am) do pont.o de 
' . . equil~brio Cx .y ). Sa as const.ant.es C e C forem muit.o menores 
< 2 
que as out-ras const-ant-es~ t-eremos que para uma condição inicial 
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(x .y ) , a solução passará muit.o pr-Óximo dêsi..a- pont-o, depois de 
o o 
uma "volt.a". No caso do modelo de Lotka Vot terra. a sol uçio 
para a condição inicial (x ~Y ) • 
o o 
depois de uma volta ret-orna a 




pequenos) • o modelo 
ret-rat-a as oscilaçÕes do sist-ema presa- predador, quase igual ao 
modelo de Lotka- Votterra. Port-ant-o a diferença dos dois modelos 
pode ser considerada ml ni ma • ou seja~ o r- esul 'lado de um modelo 
vai ser quase igual ao do out.ro. 
Para o ret.orno mist.o a análise acima não é valida. mas 
ainda "leremos soluções aspiralizadas. Como o int-eresse é pouco 




Fig. 2.5. Exemplos 
(2.2) com ret-orno 




de- órbi~as do modelo 
mist.o. Ca) re-t.orno 
r-et.crno mist.o inst.á-
X 
Seguindo a idéia do modelo Lotka- VoLterra com retorno. 
$amueLson em 1967 propos o seguint.e sist.ema geral: 
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-:r + 6x + c R C y) J 
2 
cz. 15) 
onde e > O é pequeno e R Cx). R Cy) são !unções 'Lais que, próximo 
• 2 
do equilÍbrio elas causam retorno crescent-e. e longe do 
equilíbrio causam ret.orno decrescen'Le. A análise dest-e sist.ema 
não f'oi f'eí t.a por Sa.mue ~son., e ainda uma quest.ão em aberto 
quais as condiçÕes sobre R CxJ e R Cy) para que o sis'Lema C2.15J 
• 2 
produza uma Única Órbita periódica. 






= xC~ - PYJ - &/ Cx,yJ 
' 
= yC-y + óx) - cj Cx.y) 
2 
onde c e um pequeno parâmet-ro posit.ivo. 
(2.16) 
Esta modelo á considerado como sendo um modelo Lotka -
Vol-terra pertv.bado geraL No art.igo de Freedman e Waltman há um 
est-udo de condições sobre f e f • para as quais o sist.ema t.enha 
' 2 
um ciclo limi~e es~ável. 
Exemplo: Tomando, 
f Cx, y) = x e f Cx, y) = ""' 
.i • 2 ,.,. 
'lemos o sis'lema presa-predador com colhei'la cont.Ínua (pesca). 
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Nosso sistema f'ica: 
dx( () 
dt : xCo - ($y) - ex 
dyC () = 
dt yC-y - c + 6x) 
Que é o sist-ema Lotka - Vol.terra. 'Lendo como pont-o de 
equilíbrio r + " ( 6 "' - " • fl ) . E como já vimos que o pont.o de 
aqui 1 í brio des'Le si st..ema nos dá as médias das populaçÕes. t-emos 
como consequênci a da pesca, que a média da população de presas 




Fig~ 2.5- Sist.ema presa predador com 
colheita, a seLa indica a mudança do 
ponLo de equilÍbrio. 
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11.5- CONTROLE BIOLÓGICO DA BROCA DA CANA. 
Uma aplicação prát-ica do modelo de Lot.ka - Voli..,erra é 
dada por- um grupo de pr-ofessores em um curso da especialização 
minist-rado na UJHMEP em Piracicaba [8). 
A modelagem íoi da predação da broca "Diatrae 
Sacchara.L is" ~ que at.acam a cana açúcar. pela vespa 
"Apantetes- FLavipes" • cujas larvas parasi t.am a breca. 
O adul"lo da Diatraea Saccharalis á uma mariposa que após 
o acasalament.o faz a postura de ovos na face dorsal das rolhas de 
cana - de - açúcar. deposi"lando aí de 5 a 50 ovos. Decorridos 4 a 
g dias est-as ovos eclodem. surgindo larvas que inicialment.e 
aliment..am se do Pa.rênquima das f"ol has. dirigindo sa 
post.eriormant.e para a bainha. penet..rando na part.e mais mole do 
CoLmo, que é a Gema. Ai permanecem alimen~ando - se por cerca de 
40 dias. a~é aLingir seu desenvolvimento comple~o. 
ApÓs est.a f'ase as largat.as abrem um orif1cio para o 
exterior e imediaLament.e o fecham com seda e rest-os de bagaço. 
passando en~ão para a f'ase de crisálidas. Nest.a f'ase elas 
permanecem por ma.is 9 a 14 dias. met.armof'oseiam 
mariposas. que saem do int.erior do colmo. pelo buraco feit.o 
ant.eriorment.e. para comple~ar o ciclo. que dura de 63 a 63 dias. 
No est.ado de são Paulo ocorrem cerca de 4 gerações por 
ano~ chegando a 5 com condiçÕes climáticas favoraveis. Os 
preju1zos causdos são muiLos. ~ando as largaLas at.acam as canas 
48 
CAPl TULO H SISTEMA PRESA PREDAOOR 
nov;;s cJ;lus--'"'l.ft a trK>r-t.e da gema -3pical • quo á conheci do como "oLho 
morto•• ou "co:ração n..orto" .. ocassionando falhas na germinaç?:o 
Na can,~~ adul t.a. além do dano descri t.o an-Le-r i or r :·:,n1. 12 
ocorre perda de peso. brot.ação la'leral, enraizament.o 8.<' ?, 
colmes quebrados e en'Lr-e nós at.rof'iados. Além disso pelos bura.<'us 
deixados pelas larga-tas da broca penet-ram fungos que ocasionam a 
"pod:ricfiia vermsHta••. Durant-e a germinação do t.ol et.e infectado p::;~r­
est.as f'ungos ocorrem a mort.s- da gema e a redução da germi n,e ... ç:ioc 
Quando as plant-as crescem surgem lesÕes nas !'olhas. que culminam 
com a ;,~arte :prema'Lura das mesmas. 
Com a f'ormação dos colmos. os f' unges passam 
desJ&>nvolver se nest-e orgao de reserva de açúcar • causando a 
invarsã~ de cerca de 50 a 70% da sacarose des~es colmos. levando 
a perdas industriais consideráveis. Al ém do que os f"ungos 
produzem invertase nestes calmos que, se industrializados. irão 
invert.er a sacarose do caldo normal nos procassos in.Íciais da 
ferment-ação. 
No Brasil. as perdas est.ão associadas a intensidade de 
infestação da broca~ com est.i ma t-i vas de 4.1% de perdas de 
sacarosa para uma taxa de 22.2% de in~est.ação. 
Como a broca passa a maior part.e da vida "dent.:ro .. da 
cana. t.orna - se dif":Ícil o combat-e por meio de agentes químicos 
(agrotÓxicos). A f'orma mais ef"iciente de combat..e 'tem sido o 
cont..role biológico. ut-ilizando espécies de inset.os que predam a 
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b;oca~ os quais são disseminados no canavial. No Brasil f? 
cont.rola da broca vem Sér-.do ef'st.uado principalmant.a pela vespa 
indiana "A_pan.teles Ftavípes". int-roduzida aqui por Trinidad em 
1974. 
Há out.ras espécies que pradam a broca. mas a mais 
utilizada . e a vespa "Apa.ntel.es Ftavipes .. pois ' e um predador 
especi~ico. t.em um Índice de mult.iplicação maior que os out.ros. e 
poda ser ~acilmenta produzido em labora~Ó>io. 
O parasit.ismo se inicia quando a f'âmea da vespa adulta 
ent.ra no colmo pelo orif'Ício prat.icado pela broca. onde encont.ra 
a largat.a. Através de uma picada deposi~a no interior do corpo do 
hospedeiro Ca largat.a) cerca de 50 ovos. Est.es ovos se 
desenvolvem no int.erior do corpo do hospedeiro~ alimentando - se 
de seus tecidos por cerca de 10 a 12 dias. Ao ~inal deste período 
as larvas do Apante~es migram para ~ora do corpo da largata. que 
exaurida morre. a f"ormam casulos Cpupas:) ficando nest.e estado por 
cerca da 3 a 5 dias? tornando - se vespas adultas, completando o 
seu ciclo vi t.al , 
Com est.a descrição podemos modelar est.e sistema presa 
C hospedeiro) predador C par as i t.a) . Par a a pr asa, a broca • a 
quantidade de aliment-o Ccana - de - açúcar) disponível é muit-o 
granda, ant.ão podemos supor que o maio t.em uma capacidade da 
t.ransport.e infinit.a, ou seja, para a população de brocas isolada 
o modelo que determina seu cresciment..o é o de Ha~thus Ccapít.ulo 
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1). Com a presença das vespas há uma resLrição a es~e crescima-nLo 
devido ao ancon~ro sn~ra vespas e brocas~ a menos de uma 
consLan~e de proporcionalidade. 
A variação da população de vespas dire'lament.a 
proporcional a um fat-or rasul'lan'le da devoração da brocas. menos 
uma razão de mortalidade das mesmas, caso não Lenha "aliment-o". 
Sejam x(t) e yCt) a população da brocas e a população de 
vespas no ins'lan'le tf respec'livamonLe. Com a análise acima 'lemos 
o seguinte sistema: 
dxCt) 
dt = co:: .... (1xy 
dyCt) 
= -óy + yxy • dt 
onde a. f~ r~ e ô são constantes positivas. 
O sistema acima é o dê Lotka- Volterra. No'le que es'la é 
uma análise simplista onde estamos considerando que o crescimento 
da ·broca é ideal~ e a causa da mortalidade como sendo exclusiva 
do a~aque das vespas. e para as vespas o crescimen~o considerado 
~ambám é ideal, a seu decrescimen~o b exclusivo a fal~a de broÇ.aS 
par a par as i t.ar. 
Para de~armínar os coaficien~ss consideraremos o perÍodo 
de um ano. para o plant.io e colheit-a da cana .. Vimos que o ciclo 
da broca varia ent.re 63 a 53 dias Cdesprezaremo.."> a Última 
geração~ considerando 4 gerações am 1 ano). e o das vespas de 13 
a17dias. 
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ConsiQ,e-raramos a razão da cresciment-o da população de 
brocas igual a 6/1 a cada geração. ent.ão da equação de Lo t ka 
para ocresciment.o especifico de uma espécie (321. ~emos; 
dai: 
ln r 
a = d onde; 
r: razão de crasciment.o 
d; numero médio de dias do ciclo 
d=53+Õ3=59 
2 
a: expoenLe da base para um ciclo 
ln 5 
ot = ~
ou seja ~é aproximadament.e 0,027749. 
O coeficient.e ~ represent-a o Índice de int.eração ent.re 
as duas espécies. e é calculado t.-endo como base a t.axa d.._, 
eficiência do combat..e as brocas pelas vespas. Como apenas as 
brocas, no at.aque ' as brocas liberam 
indist.int..ament.a machos e fêmeas, adi mi t.i ramos uma t.axa de 
cont.rol e de 50%. 
Recomenda - se a liberação de 5.000 vespas quando ~orem 
ancont.radas pelo menos 10 lagart-as da broca por uma pessoa am 1 
hora em um hscLara. Nes~e caso para o cálculo de ~ ~emas: 
dx(t) ât ; 0.027749 X- 6.000 ~X 
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= (0,027749- 6.000 ~) dt ~ 
x(t)=x 
o 
(0,027749- 5.000 fD t 
" 
= 0.6 • Índica uma ~axa de controle de 50%. 
t = 15 dias é o perÍodo de ciclo da vespa. 
Daí: 
ln 0,5 = 0,416235 - 75000 ~ , 
por~anto ~ é aproximadamente 0,000015 
O coeficiente ó representa a mortalidade das vespas caso 
não sncont...ra "a.liment.o". Na verdade a lâmea da vespa busca a 
broca para a post-ura dos ovos. e as larvas é que se alimen'lam 
dela. Cont.udo. as vespas após a liberação duram de 48 a 72 horas. 
Adi mi 'Lindo que a pari.. i r des'Le dado que a população de vespas 
est.eja reduzida a 5% em cerca de 60 horas C2~5 dias). ent-ão 
podemos escrever: 
Y(t) :;:: y o 
-6t 
e 




por'tant.o 6 é aproximadamente 1 ~198293. 
O coeficient.e r representa a natalidade das vespas. que 
obviamemt.e depende da quant..idade- present-e da lagart..as durant..e a 
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post-ura de ovos das VGspas. Como há fat-orGs de resis-tência do 
meio consideraremos um lat..or de reproduÇão de 1!:V1 vespas para 
cada geração. então para uma população de 2.000 brocas ~emos: 
Da.Í: 




dyC t) = 
y 
-6y + yxy • 
2.000 rY- 1,88283 y 
c2.ooo r- 1,188293)dt 
y(t) = y 
" 
c2.ooo r- 1,198293)< 
" 
Para um ciclo vi~al da vaspa t..emos 
y = 5.000 X 15 = 75.000 
y = 6.000 
o 
t = 16 dias 
Port..ant.o~ 
ln (Z~: ~gg) = 30.000 r - 17.974395 • 
logo y deve ser aproximadamente 0~00069Q. 
Com ist.o nosso sist..ema rica: 
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Aqui 
abaixo. 
dxC Q __ = o, 027749.x + o. 000016"'"" 1 
-ar- .. , 
~ t) = -1.198293y + 0,000689xy 




Calculando. temes o seguinte ponto de equilÍbrio: 
• - 7 • ~-X = 1. 39 brocas, e y 1. 850 vespas. 
O plano de f"asa desta sist.ama é dado pela f'igura 2. 
'Lambém nos int.eressa out.ros resul t.ados que -ser ao dados 
Para podermos r-esolver est...e sist.em<a no plano de f' asa 








-6y + yxy 
x(Q( - (fy) 
yC-6 + yx) 
Separando as variáveis, 'licamos com: 
c =---=ó~+~y~x~) dx = c,"'=-~(fy~)~ d 
X - y y • 
55 
CAP1 IULO II SISTEMA PRESA PREDADOR 
Q 
yx - li .1 n x = a_ 1 n y - (Jy + k • onde k e uma 
const-ant-e de integr-ação. 
Como temos uma população esperada de 2.000 brocas para a 
libertação de 6.000 vespas, podemos en~ão calcular a consLan~e k: 
0.000689 x 2.000- 1,198293 ln 2.000 = 0,027749 ln 5.000 
- 0,000015 X 5.000 
k = -7,891671 
Finalmente: 




FIG. 2.7- Plano de íase do sistema de 
inte~ação da broca e da vespa. 
(2.1 7) 
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Os pontos de máximo e mínimo para os val,f'res de y são 
• obtidas substituindo o valor de x na equação acima a calculando 
y. daí: 
y ~ = 513 vespas 
mt-n. 
y ,. = 4. 646 vespas 
ma.x. 
Os pontos de rnáxi mo e mínimo da x 
• substituindo y na equação acima: 
x r = 1.451 brocas 
"'~""· 
x _. -= 2. 009 brocas 
ma.x. 
-sao obtidos 
A concl ução que se pode t.ir-ar é que as brocas com a 
pradação 'L em um 1 i mi tanta superior. o que nÃo ocorre para a 
população de brocas isoladas em um canavial Ct.eoricamenta). 
Portanto. mesmo não aniquilando as brocas a prát.ica deste método 
natural de controle desta praga leva a uma grande redução da 
população das mesmas. e sem utilizar venenos. 
I I. 6- SISTEMA LOTKA - VOLTERRA PARA N EPÉCIES~ 
Usando a idéia do modelo de Lotka VoLt&rra, podemos 
ge:meralizar o modelo para n espécies. O caso geral para n ?: 2 
pode ser dado por: 
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dx_(t) 
' êlt = a_x_ 1 (" + - a XX [li i''' 1.. J '"-1 
(8.18) 
onde (9. > O • a a_ _ = -a 
1. y ji Se a espéci f:? j preda a e-st)eci a i nós 
consideramos a,. > O. Se a espécie i se alimen~a do me-io ambien~e 
' ' 
ant.ão a_ > O, 
' 
caso contrario et. 
' 
< o. Se as espécies c e -j nao 
i nteragem ent.ão a .. =- O. ,, Aqui consideraremos que a espécie ,. -na o 
int.arage com ela prÓpria, ou ss-ja aii = O. 
seja x(t) 
t.emos que 
Uma i nt.erpret.ação 
= [x
1
CD. X ( t), 
z 
os limi 'les de 





X ' z 
biolÓgica implica que x_C t) > 
' 




• ,x ) 
n 
IR". Pelo sis'Lema 
• 






r"'',· ( t) -= ld o. v t). sabemos que Ct. (5, +E a,. 
. ,, 
J = :l 
• X. = 
J 




Multiplicando por • X.' 
' 
'lemos: 
• c-..(3. x_ 
' ' ' 
• X. 
J 
Somando em i. f' i c amos com: 
• E a [l x. 
• 1,. \,. \ 
\.=.t. 
n • n 
=E-x. E a .. 
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• VCx) 
Coma a ::::: ,, 
n 
n 
• • ~ E -X C a X + a X + .. . 
c h 
' 
2C 2 i.. =:I. 





• X (a X + • a x + 
22 2 2 i.2 :1. 
• x Ca x 
n in :f. 
• +a x 
2n 2 
+ ... 
a __ e a_ : O, é facil ver- que: 
Jl. \.1. 
+ a • X) 
m n 
+ a • X) 
"' 
n 
• + a x ) 
n2 n 
• + a x) 
nn n 
(2. 20) 
Como no caso de n ~ 2 • consideremos a função: 
1[ X. X. ] • VCx) ' in ' 1 ~ - * - (3.x. • ' ' 
" " ' ' 
Pela a~irmação I de 11.3.2. VCx) ~ O e é facil ver que 
= o. SÓ nos fal~a calcular dVCx) dt An~as de calcular 
dVCxJ 
dt 

















n ) n n ] + \' a .. x.x. - '-' x~(cx.r. +'\' a .. x . • 
.L. Jl. \. J .L. \- \. \. .L. j\. J 
J = :1. '1."' i. J"' :l 
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Subs~i~uindo C2.19) e (2.19). Lemos que: 
• 
n • n dVCx) 
dt- Ex. I:a .. x. 
. ~ - J" J 




l,. =t J"'i 
• Ex Ea .. x. = 
. \. JL J 
• r;x_Ca .x + a .. ,x .• + •.. 
. 1.1\..t <lh40 
+ a .x.) 
nc n 
t. =1 J=i t.:::t 
* = x Ca X + 
" 
X 
' " ' 
.. 2 


















+ ... + 
+ ... + 
+ ... + 
= E x.Ca ,x + a _x + .•. + a x ) 
" '-" :i 21. 2 n1.- n 
= xCa X + a X + + a X) 




+ x C a X + a X + ... + a X) 
2 <2 • 22 2 n2 n 
+ X (a X + a X + ... + a X ) 
n 
'" • 








Novament..e usando que a. = o 
" 






dt = o 
* • 
:x = Cx • 
' 
• X ' 
• 
.. ' ~ 
JI, 7- EXEMPLO DE SISTEMA LOTKA 
ESPÉCIES. 




é um ponLo de 
VOLTERRA PARA N 
Em II.6 Lemos um modelo qua simula o conLrola biolÓgico 
da broca da cana de açúcar- por uma vespa. Além da vespa a broca 
tem ou"l!"os predadores. um deles a mosca do Amazonas 
CH~»taeonistyl.'WT!. Hinense). De posse desta inf'ormação. "lemos a 
t.ent.ação de fazer o cont.role da broca ut.ilizando a vespa e a 
mosca simult.aneamen~e. Com esta idéia tent.aremos simular o 
sist.ema broca Cpresa), vespa (predador) e mosca (predador) 
utilizando o modelo Lot.ka - Volt.erra para n espécies. Tentaremos 
com esta simulação est-udar o comporLament.o de cada população do 
sist.ema, principalmente a população de brocas. 
O ciclo de vida da broca da cana e da vespa já foram 
descri~os an~ariormen~e. falLa descrever o ciclo ds vida da mosca 
do Amazonas. 
A mosca do Amazonas um dipt-ero larv.lpora. Apés a 
gest.ação as 1 arvas são colocadas pe-1 a rêmea na entr-ada do 
orif'l.cio pr-a'Licado pela broca. As larvas encon-tram a lagar-t.a da 
broca. perfuram-lha a pele, e dela se alimen~am num período de 13 
dias, em seguida as larvas passam a forma de pupa no int.erior da 
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galeria próxima ao or-i.f'"Ício dê ent.rada, a fim de garant-ir a 
saída do adulto, a lagar~a da broca exaurida morre, O est-ágio da 
forma de pupa dura 12 dias~ cornple"Lando o ciclo de vida da It!osca. 
que á em média da 38 dias, Em são Paulo seu parasit-ismo natural 
oscila em ~orno de 15% a BO%. 
O modelo de Lot.ka - Volt.arra para est.a trás espécies é 
dado por; 
dx{ t) 
ctX - (?xy ; - /"XZ dt 
dyC t) 
; óxy - r:;; - c Y" (8. 81) dt • 
dz( t) 
= wxz - c ),12 
- Ti" dt 2 
com x( t). yC t) e zC t) represent-ando as populaçÕes da broca. da 
positivos. Para calcular est.es coeficiant.es fare-mos da seguinte 
:forma: 
1Q- Calculamos a i...-axa de cresciment.o da população de 
brocas, os coa:ficien~es da int-eração broca vespa sem a mosca e a 
taxa de mortalidade das vespas Cou seja, calculamos a, r. y e ó), 
2Q- Calculamos. com a mesma ~axa de crescimen~o da 
populaç~o de brocas. os coe~ician~as de in~eração da broca com a 
mosca C~ e w) sem considerar a vespa. e a ~axa de mortalidade da 
mosca Crf). 
Os coef'ici""nt.e-s c e c 
i 2 
-sao as "taxas da competição da 
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vesp-as e ç,ia moscas no par-asitismo da b:roc.a. as quais são difíceis 
de serem es·timada.s na prát-ica. Portant.o simularemos este sistema 
sem competição Cc =c = 0) e com competição Cc = 0.00001 e c 
i 2 .1 2 
= o, 00002, a razão da c ser- maior qu0 c é porquê a vaspa tem 
• 2 
uma taxa de reprodução maior, e seu ciclo de vida ser mais cur~o 
em relação ao da mosca). 
A parta> 1Q já foi :feit.a anteriorment.a CII.eo~ portanto 
falta fazer os cálculos da parte ZQ. O coeficiente ~ tem base na 
taxa de eficiência do combat.e a broca Cem média 17,5'JQ. Como no 
caso das vespas apenas as Iâmeas "atacam" as brocas Csão elas que 
procuram os orifícios para a postura das larvas). Admitiremos uma 
t.axa de controle de 50%. Para a taxa da eficiência acima 
r aconanda -se 1 i be-r ação da 10,000 moscas quando 'forem 
encont.r-adas 10 lagart.as da broca por- uma pessoa em uma hora. em 
um hect.ar l16J. Nest.e caso: 
dxC t) 
dt : ax - 1 O. OOOf.iX 





= 0,027749x -10.000~x 
; (0,027749- 10.000~)dt 
C0.02774Q- 10.000,)t X ::: X 6> r-
O 
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= o. 175 (indica uma ~axa de eficiência de 
17.5Yo..1 
t = 38 dias Cper!odo do ciclo da mosca) 
tn 0,176 = 1.057446- 390.000~ 
F-1- 8f o.ooo 007 
O coeficiente Y] repr.esent.a a taxa de mort-alidade das 
moscas~ quG como as vespas- só as !'êmeas caçam e as fêmeas das 
moscas vivem cerca de 21 dias. Admitiremos, como no caso das 
vespas. que a população da moscas est.ej a reduzi da a 5% em cerca 
de 10.5 dias. então, 
..,. = -nt 
"" z e ~ o 
ou: 
O Oe;:, "' .., -1o~sn , ~ Q 
Ln 0~05 = -10,5ry ~ TJ ~ 0,288308 
O coeficient-e w r-0pr-esent.<'l a t~axa em que a pr-edação de 
brocas por uma mosca f'az "surgi r" nt:,.lVMS moscas. Sabemos que no 
me i o ambi en'Le a t.axa de reprodução das moscas é de 2/1 mosca a 
cRda geraçaa. Para uma população da 2.000 brocas t.emos: 
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= CZ.OOOw- O,Z85308)dt 
C2.000w- 0,286308)t 
z = z e 
" 
?ara um ciclo de vida das moscas Ct = 38 dias). ~amos: 
"' = 10.000 
" 
Z = 10.000 X 2 = 20.000 
Ent..ão: 
t n -2:;;;0.:-. 7;07;00;:, = 
10.000 76.000w- 10,841698 
w. :; 0.000162 
A~é aqui nosso sis~ema fica: 
dxCD 
dt = 0,02774Gx - 0~000015xy - 0,000007xz 
dyCt) = 0,000698xy- 1.198293y- c ye 
dt ' 
dzC t) 
dt = 0,000152xz - c yz - o.285308z z 
C2. 22) 
Agora para c = c = O Cnão há competição en'Lre a ve-spa 
• z 
e a mosca) temos os gráricos1 da rigura 2.8. 
1- os-
12:.tl. 
gr(;,Jieos desta foram o pr-ogramo. PHASER 
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o, 00001 0,00002 Chá uma pequena 
comp~Lição en~~a os predadores) ~emos os gráficos da figura 2.G. 
Analisando os gráficos no~amos que a população de moscas 
vai a exlinção nos dois casos simulados (sem comp~Lição e com 
comp&~ição), Os gráficos de superficie da fase mosLram que ocorre 
um ciclo limit,a2 no plano xy. nos dois casos. Porlant.o as 
populações de brocas a de vespas, depois de algum tempo, se 
'L ornarão periÓdicas. como no caso de duas espéci as. com picos 
alt-os para a população de vespas. Est.es picos t.ornam est-e sist.ema 
"isnt.áve1" • porque uma pequena per-t.ubação no sist..ema broca vespa, 
pode levar a vespa à e-xt.inção t.amb$m. Port.an"lo, pelo pont-o de 
vist.a dest..e modelo, o melhor seria s6 usar a vespa no cont-rola da 
broca. pois t.eramos um sist.ama com uma variação menor para a 
população de vespas, deixando menor o perigo de erlinção da 
vespa. sem a qual a população dE? brocas cre-sceria sem limit-e, 
2- Ver d.e>fí..n~ç~o no a.p;r.d~,..:;,.,., 
dS<fi.niç7;;o d<.;> ci.cto l..i.m,.le. 
No ca.pÍtuto um~ 
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n . Vqe;po. ' 
\ :>;' ~ /' 
' . 1'~~-- ~--/ t-\ .___. ' ,-; 
0.0@@ 
b) 
- ~ ~.\ I ':~ ·-. x 
~_....----
Fig. c.a- a) G~á~ico das populaçÕes X ~ampo~ 
b) Super~{cia d~ ~asa do sistema 2.22 Csam 
compêtição entre os predadores). 
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I .15.00 • I~ 
·r 
a) 




~; v---1\ _/~í\y~/'1\ I. "C__..; \ \ / 
13.009 
o) 
Fig. 2.9- a) Gráfico das populaçÕ~s x ~9mpo; 
b) Superfície de fase do sis~ema 2.22 Ccom 
compe~ição enLre os predadores). 
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II I - SISTEMA PRESA - PREDADOR I NTERMEDI ÁRI O. 
I II -1 - INTRODUÇÃO. 
Nes'Le- cap:Í t.ul o estudar-emos uma generalização do modelo 
que Gause propôs em 1934. Em par'Licular est-udaremos os pon'Los de 
equilÍbrio. a es'Labilidada do sis'Lema. e as soluçÕes no plano de 
fase, 
!!1.2- MODELO DE GAUSE GENERALIZADO. 
Gause em 1934 [141 propos o seguint-e modelo. para o 
sis'Lema presa - predador: 
{ a:; D == dyC t) 
dt 
Nest.e cap.Í t. ul o 
OlX - yp( x:) 
y r-r + cp(x)J 
• nos analizaramos 
(3.1) 
uma f'orma mais geral 
des'Le modelo. ou seja. o modelo de Gavse generalizado, ou modelo 
seguint..e: 
{ a:; t) == cyC t) 
dt 
predador. Est.o;;. modol o i;. o 
xe( x) - ypC x) 
(3. 2) 
y [-y + q(x)J 
onde e(x) é a taxa de creBcirnento espectfica da presa na ausência 
de predadores~ p(x) é a r-esposta funcional. do predador com 
respait.o a ast.a presa. e qCx) á r-esposta numérica do pr$dador. 
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As propriedades d~ uma ~al f' unção eC X) já !'oram 
discutidas no capítulo I. Nas~& capítulo nós usaremos as 
propriedades suge-ridas para e(x) naquela capít-ulo. que são as 
segui n'Les: 
i) e(O) = 0, > O • e(x) é cont.ínua a diferenciável 
> de(x) < 0 para x - O , e dx _ (3. 3) 
i i) Quando o meio ambiente t.em uma capacidade de 
Lransport.e. temos que-: 
3 k > O com eCk:> = O. 





raalísta~ pois na maioria dos casos sempre há um limitante para a 
população de presas~ que pode ser- aliment.o 1 espaço í:Ísico. luz 
solar • at.c ... 
O t.er mo p:_ x) em C3.Z) t-ambém já foi discut.ido 
anter-iormente no capítulo II. e suas pr-opriedades são as 
seguintes: 
i) JÃO) = O ~ p(x) é cont-Ínua e dif"erenciável para 
x !!: O • e dp(.x) > dx o . 




:5 +co • 
X-++0) 
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O t.er mo qÇx) t.ambém f oi di scut.i do no cap:í t.ul o I I • $' suas 
propriedades são similares às da p(x)~ ou seja: 
t) q(O) = O • q(x) é cont..ínua e- diferenciával par-a 
dq(x) > 
dx O, 
ii) lim qCx) = Q()) • O< Q
00 
:$ +oo 
x .... +.:» 
i i O dq(x) I = 6 > O 
dx 
x=O 
No modelo da Gause qCx) = cp:._x) ~ 




• que e a respost-a 
Com es~as propriedades. a primeira equação de C3.2). que 
descreva o crescillle'nt.o da população de presas. indica que o 
número do& prrrilsas cresce pelos seus próprios recursos dê man.:;:.ira 
análoga ao cra~ciment.o de uma espécie isolada. e decresce- por uma 
quantidade proporcional ao número de predadores mult-iplicado pela 
raspos~a do predador ao número de presas present.es. 
A segunda equação de (3.2). que descreve o crescimento 
da população de pre-dadores. indica que na ausência de presas a 
popul ação de pr &dadores decre-sce. A popul ação de pr &dadores ' so 
cresce na presensa de presas? com uma quantidade proporcional ao 
número de presas._ 
III. 3- OS PONTOS DE EQUILÍBRIO. 
Pelas propriedade-s (3. 4) e C3. 5) temos que. no mínimo~ 
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exist.em dois pont-os de equilíbrio para o sist-ema Ç,3.2), que são o 
ponto Ck,O) e a origem, respect-ivamen~a. 
Est.es equilÍbrios. que !'oram garant-idos por C3. 4) e 
C 3. 5) • são t.ai s qut7 uma das populações ou ambas se extinguem. Um 
&quilibrio de grande in~&résse será um equilÍbrio no in~erior do 
pr-imeiro quadrante~ por-t.ani...-o estudaremos condiçÕes para que t.al 
A primeira condição é a seguinte: 
Para uma popul ação grande de presas a 
crescimento dos predadores é maior que a taxa de mortalidade dos 
predadores~ ou seja! 
C3. 11) 
Bi ol agi cament.e i st..o é nécessár i o par· 1- a per si st.ê-nci a do 
ecosistema. A prova á dada abaixo: 
-y + q(x) < O para t..odo x~ então dy(D dt < o. 
Port.an'to, 3 Y • t...al que O :$ Y < +w , a ainda: 
"' "' 
lim yCO = 
t-++oo 
• e li dyCtJ O m dt = 
t-.+ro 
Agora ss Y > O • péla segunda squação de C3.2), ~emos: 
"' 
dyC t) 
dt < o 
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uma con~radição. logo Y = O. 
00 
Ent-ão. y OS pradador0S < ~ ~ .trao a axt.inçao. Uma 
outra maneira de se observar isto é que Q < r 
"' 
implica que a 
ef'iciência de caça dos predadores é baixa. não i mport.ando se as 
""' ~ - "" presas est.ao em grande numG~ro ou nao. Port.ant.o os prEi'dadores nac 
conseguem ma.nt.er- um Cr$Scimento r-azoáve-l (ou seja, sua t-axa da 
mort-alidade é maior que a taxa de natalidade). 
Com isso nós podemos concluir que para modelos simulando 
sist..emas pr-esa predador. onde ambas as espécies pa-r si st.em. 
t-emos que (3.11) á valida. Portanto é razoável supor que (3.11) 
vale~ então por (3,9) há um Único x* > O (figura 3.1b), tal que: 
• q(x ) = r • 









Fig. 3~1- Esboço de qCx). EmaJq <r 
"' os predadores morrem. 
r-&s pG'rsist-...,.m. 
Em b) os predado-
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Para det-armina:r o valor de y necSte pont.c de aqui lÍbrio 
simplesrnen~e resolvemos 
x$Cx) - yp(x) = O ~ para y e-m 
• y = 
• • x ef.x ) 
• pCx) 
• X , e t.a-mos: 
(3.12) 
.. . Para garan~ir que Cx •Y ) per~ença ao primeiro quadran"lê 
necessit..amos f'aze-r uma segunda suposição. Est.a suposição , 
" 
que o maio -Lanha uma capacidade de t..ransport..e k. e qua: 
• X < h. 
• Port.ant.o. por C3. 4) tff(x ) > O. 
(3.13) 
Biologicamente. havendo uma capacidade de t..ransport.e do 
me-io, k~ a população de presas na ausência de predadores~ .é 
limi t.ada acima por R, e se a população inicial de presas for 
maior que h ela diminuirá at$ k. Com a presença de predadores. a 
população de presas 
, 
ser a induzida a :fica!" sempr-e abaixo de k. 
na análise anterior. a e~inção dos predadores. 
• • Com as duas suposições dascri~as acima ~amos que Cx ~Y) 
é o equilíbrio desejado. 
III.4- ESTABILIDADE DOS PONTOS DE EQUILÍBRIO. 
Como vi mos no ítem ant.er i or • ~emos t-rês pont.os de 
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i) (0,0) 
iO Ck.O) 
• • iii) Cx .y) 
Ir-amos usar o primeiro mét.odo de Liapunov para analizar 
a asLabilidade do sis~ema próximo a esLas Lrâs pont.os da 
aqui l.Í brio. 
O primeiro mát.odo dE:' Liapunov consist-e em calcular os 
au-tovalores da m.a:lriz .Jacobia.na avaliada no pont-o de- equilíbrio 
desejado. ist.o det.e-:r-minar a est.abilidade do sistema 
linearizado numa vizinhança próxima ao pont.o de equilíbr-io 
desejado. 




Para o ponto de equilÍbrio i), t.amos: 
JCO,O) = [: o ] 
-r 
aut.ovalor-GS -sao a a -r. Port.-ant.o CO.O) 
-p(x) ] 
-r + q(x) 
um pont.o d" 
equilíbrio inst.ável Cpcnt.o em sela ou hiperbÓlico). Olhando para 
a segunda equação de C3. 2) not.amos clarament.e ist.o. sobre o 
aixo-y o "f'luxo .. é em direção da origem (ist.o á. na aus&ncia de 
presas. o predador se e~inguirá). E na primeira equação de (3.2) 
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sobr-e o eixo-x, para pequeno valor-es de x. o ":flu~" está saindo 
da origem Cis'lo ' e, para uma pequena população 
ausência da p-redadores. est..a população ct·esce), 





cujos aut.ovalores são e C-y + q(}ú). 
(3.3) vale 'lemos que: 
deCx) I < O 
dx. x=k .. 
de presas. na 
Assumindo que 
e por (3.12) temos que C-y + q(x)) > O~ então :k~O) é um ponto de 
equil{brio instável (ponto em sela ou hiperbÓlico), Claram9n'le o 
rluxo próximo a Ck~O) sobre o eixo-x á em direção a x = k. En~ão, 
há uma direção oblÍqua ao eixo-x (pela na'lureza de Ck,O) ser em 
cela) na qual o ~luxo sai d& Ck~O). 
A anál1se acima está na figura (3.2). 
Agora analizaremos o pont.o da equilÍbrio iii). para o 
qual__ t.emos: 
• • JCx ~Y ) 
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y 
L 
(0,01 IK. OI ' 
Fig. 3~ 2- Dir-eção das sol oções de C3. 2) 
em cima dos eixos e pr-Óximo aos equi-
líbrios i) e ii)~ 
* HCx) = x*dg(x) I • + dx x=;~e x* ~x•)dp<xJ I • * dx x=x ;g( X ) - ----"".::c__J-".::.::C (X_x) 
• • Os au~ovalor-es de JCx .y) são dados por: 
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r • 2 ±HCx) _-
En~ão podemos chegar as saguin~es concluçõas, 
4y*pe_x*)d'!_x) lx=-x* < o 
> o 
.. 
• • Cx ~Y ) é tpont.o ou um nó 
o {"sLável 




• • • No caso em que HCx ) = O n~da podemos af'irmar, Cx , y ) 
pode ser ou um cent.ro. ou um nó est.ável ou inst.ável. ou um ponto 
espiral es-tável ou inst.ável. Para o caso do sist.ema Lotka 
Vot terra t.ernos que: 
HCx) = "' -
- Hcx*) ent.ao. = O e como vimos no cap!t.ulo II. 
cent.ro. 
•• Cx ~Y ) é um 
Diversas t.écnicas grá~icas ~oram desenvolvidas para 
• • determinar a est.abilidade de Cx ~Y ). Tais técnicas são usadas na 
análise da estabilidade baseada em dados experiment-ais. Duas 
destas técnicas serão discutidas nas próximas sessões. 
!11.4.1- O MÉTODO DE ROSENZWEIG E MAC ARTHUR. 
Par-a podermos discut.ir varif'icar este- mét..odo 
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necessit-amos de-finir as isóciina.s de um s:ist-ema . 
• 
DEF1N!Ç}::O - 3.1; "As curvas no int.erior do primeiro 
quadran~e do plano de íase (plano-xy) onde o crescimen~o 
i ns.Lant.ânao- da presa Craspect..i vament..e do prS<dador) é igual a 
:zero, isto é; 
dxC t) 
dt =- o • 
. dyC D C respect..~ vament..e df- =- 0) 
é chamada isócLina da presa Crespect..ivamente 
pr-edador)." 
A isóclina do predador é íacil de ver: 
i.sóctina do 
dyCD 
dt = y(-y+q(x)J = O • com y > O • ist..o implica: 
• Cx = y). 
qCx) = r 
Logo a isóclina do predador é 
A isóclina da presa e dada por: 
dxC t) 
dt = xtJC.x) - y[L..x) = O 




•• Est..a isóclina clarament..e passa por Cx ~Y ). Ck.O). e por 







Usando a r-egra de L~ Hopi tat. e as equações (3. 3) e 
79 
CAP! TULO II I SISTEMA DE GAUSE GERNERALI7AOO 
(3. 7), t.emos: 
e(x) + X deCx) 
lim xqCx) lim -a.x-- "' = = (i 
X+O 
p(x) x~o dp(x) dx 
ou seja, a isóclina da presa passa t.a.mbém pelo pont.o CO.~. A 
int-ersecção das duas is6clinas ocorre no pont.o de equilÍbrio 
• • Cx •:Y ). 
Em Rosenzweie (3ZJ. argumen~os ecológicos empíricos são 
dados para explicar porque a isóclina da presa deve t.er no mínimo 
um máximo local. No nosso caso • " . se /1 ?!: y a isóclina da presa 
pode t.er ou não um máximo local. e/ou mínimo local. Se 
isÓClina da presa 'terá no mínimo um máximo local~ est-as 
possibilidades esLão descritas na rigura 3.3. 
Os resultados que obt.er e mos as, ora 





equação (3.14), como x* e éf(x*) são posit.ivos. t.emos que; 
• H(x) 
• • x IS(x ) 
1 
• /S(x) 
d/S(x) I • + dX x=x 1 • • x p(x ) 
• terá o mesmo sinal de HCx ). Então de (3.16) temos! 
= '!___ tn[;.:_IS(x)] I * dx pCx) x=x 
(3. HD 
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a) 
SI STEMA DE GJ\USE GERNERALI ZJ\DO 
l'! 
L_ ___ _l -----4---




'-----~_L __ , __ 
{K., O) • 
c) 
Fig* 3*3- As ~res possibili~ade~ para as isó-
cl i nas da C 3. 2) . ft) CA/(1 ) y • na o há ma >a. mo 
1 ocal . i) ct/~ < y • com um m.áxi mo 1 ocal . c) 
a./(1 < y • com um mínimo a um máximo local. 
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< o 
> o 
• • Cx • y ) {
est-ável 
é- ou (3.17) 
i nst-.áve1 
Como a função ln x é crescent.G-, C3. 17) á equivalente a: 
0 • , {~S~St.ável (x ~Y ) e ou 
inst.áv.al 
(3, 18) 
para um procedimento gráfico. ~amos que se as isÓclinas do 
sistQma sé cruzam num ponto de decresciment.o da isóclina da presa 
o equilíbrio do pon'Lo • • (x •:Y ) será estáve-l. 
cruzamento ocorrer num pon~o onde a isóclina da 
~ . . ' ' ~ 
o equil~brio do ponLo Cx ,y) sera 1nstavel. 
" 
' pr-esa e 
Na f'igura 
c) são estáveis. e- o ponto de equilÍbrio em b) & ins~ável. 
III. 4. 2- O MÉTODO DE GAUSE, S>IARAOOOOVA, E WITT. 
Este utiliza urna comparação de valores 
r·<.:üacionada ao critério (3.16) e à !'unção y = p(x). 
ponl.o 
pon.t.o. 
Primeiro vamos e-st-udar a inclinação da curva y = p(x) no 
• 
X ' ou seja a inclinação da ret.a 'Langent..e à-- curva nest-e 
• No pont..o x inclinação dada por 
dpCdxx) I ~ .. _. __ ~• , • •n'o 
"'""" porv= "" : 
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onde: 
" y = Cx 
• y ~ p(x ) 
." p{x) 
é o pon~o onde esLa raLa inLercep~a o eixo-y. 
Agora de (3,14) temas" 
• • p(x )HCx ) 
• &(x) 
• Como p(x ) e 
"" •) •dp< x) I l"""-x - x -"~· lll + 
a.;>; x:.::x 
: 




x* p<x*)de(x) I • 
dx _x=x 
• &(x) 




•• o+ Cx .y ) é ou: 
instável 
• ::: x. 
(3.19) 
x* pr._:x*)dsf-x) ~ * 
d:x l<"'l< 
• &(x) 
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,com ~. r > O e O < c < 1 
:y [-y + cp(x)l 
Ax 
ondG pCx) -= 1 + Bx com A. B > O, é a r-és-posta :funcional sug&r-id.a. 





d~ x) I x=~ • :::1 __;_:;_B_x-;•o 2 = CcA - By) 
Ac 2 
y = 1::. 
c 
'Y (cA - By) 
cA - By Ac2 
2 AyC1 - c) + Br 
= 
Como :y á igual a ZE!'ro o sinal dE:f y .& quem d:i r-á se o 
o 
pont.o de equilíbr-io é est.ával ou inst.ável. O sinal de y é dado 
por AyC1 - c) + By. que é positivo. Por~anto. pelo cri~ério acima 
~amos que o pont.o do equilÍbrio des~e mod&lo á instável. 
Este -tipo de análise f'oi fai't-a pela primeira vez por-
Gause~ Smaraedova. e Witt em 1936 t18l. ~ redescoberta em 1975 
por Oat&n e Hvrdoch t27J. O mát.odo prático consiste em traçar o 
gr-áf'ico da f'unção t"espost.a do pré-dador (y = p(x:)) ~ marcar o pon-to 
no e-ixo-y,- 'traçar ' a curva no • ponto x 
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prolongá- la a'lé cruzar o eix;o-y, cujo o pont.o é y, Se y c::;~tivu;--
acima - . . d~ y , ont.ao Cx •Y) é ins~ável. 
o 
-
se y es~ivsr abaixo de y , 
o 
..., i$ * " ~ 
e:rrLao Cx ,y ) e esLavel, e se y = y
0 
nada pode ser di to sobra-
• . Cx .y) por ês'Le méLodo Cves- f'igura 3.4). 
a) 
Fig~ 3~4- Aplicação do MéLode 
Smaragdova e Wi t-t.. em a) y 
. . ' Cx ,y) inst.av~1. êln b) y < 
est.ával. 
III.5- EXISTÊNCIA DE CICLOS LIMITES. 
b) 
Ant.es de mais nada devamos delinir ciclo limiLe: 
' 
[>EFINIÇÀO - ~ "Uma t.r-aget.Óri.a :fechada no plano de 
rase que t-em curvas nã~ fechadas espiralando a sua direção~ ou 
por d.;mt.r-o ou por fora~ ê denominada Ciclo Limite." 
Para podermos falar de ciclo limit-e devemos fa:zer uma 
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será fei 'ta com vet.or ;z.s quê i r-âo indicar como uma solução do 
a primeira partA& d-esta análisa iremos decompor est.es: vetores am 
duas corn;:::x::ment.as, uma vertical. que sará chamada de component.e 
dos pr-edadorl&s. e out.ra horizon~al. por nós dencmi nada de 
O primeiro passo dast.a análise 4 dividir o 1Q quadrant.e 
do plano de ~ase (plano x-y) em regiões. utilizando as isóclinas 
do sis~ema (3.2)~ as quais $St.ão de~inidas abaixo: 
{ ex. y): • X ( h " y > xg(x) } r, X < ' pl:x) 
{ Cx,y)~ • x8(x) } I!: o < X ( X ' " y > Pêx) 
III, { Cx,y), • " o < x§(x) } o < X< X ' y < Pêx)· 
{ Cx~y): • xtf(x) } IV: X < X ( k ' " o < y < pCx) 
y, {cx~y): k < x, " o < y } 
Agora f'arernos uma análise do compor'Lament.o do sistema 
(3.2) em cada uma destas regiões e sobre as isóclinas do sistema . 
dy( t) -
dt -
di rei 'La 
Na isóclina dos predadot.ras Ca reta vert.ical • :x"" x), 
o . 
Cx 
• < • & a esquerda d&S~a isoclina Cx < :x )~ 
> • X ) ' 
dyC t) 
<ir- > o Com a 
dy( t) 
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apon,:ta par a bal xo à os quer da do x , e para cima a 
• direi.t.a de x = x • e não há componente dos pr-edadores sobre sua 
• is6clina Cx = x ). 
Na isóclina das presas 
( y manor- que 
( 
x&(x) ) y maior que p<x) 
xf!t(.x) 
ç>:x) ) dx(t) dt > o 
direi-ta abaixo da curva y = xe(x) ç>:x) 
dx( t) 
'"7ft-- < O , e 
= O • acima 
abaixo dela 
Com isto a compone-nte das 
xfj.(x) 
ç>:x) e para a 
e não h a ver- á componen'le das 
presas sobra a is-Óclina das presas (:y = x~~~)· 
Combinando os resultados acima teremos as direçÕes das 
soluções para cada região: 
REGIÃO I' 
Esta região sa- localiza acima de y = 
• direit-a da- x :::: x portanto uma solução do sist~ma (3.2) nesta 
r&gião t.ará a direção para cima e par-a à esquer-da, ou seja em 
direção da região II~ cruzando a isÓClina dos pr·edador!S's 
REGIÃO IL 
Esta região as~á localizada acima de y = xS(x) e à p:x) 
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esquerda de x "" • X 1 ogo- a direção de t;$:ma solução nesta regi 
será. par·a baixo e para à esquerda, ou s.eja em dir-'6'ção da região 
III, cruzando a isÓclina das prasas Vér-t.icalmwnt.o<Jt. 
REGIÃO III, 
de x • = X port...ant...o a direção das soluções nest-a região ser-á 
para baixo e para dir·eita. ou seja &m di:re'ção da região rv. 
cruzando a isÓclina dos predadores horizontalman~e. 
REGIÃO IV; 
• X ::;:; X 
Esta região esta abaixo de y ; x~~; e a direita de 
port.ant-o a diração de uma 'Solução do sist.ama ser·á para 
cima e à direita~ am direção da região I, cruzando a isÓClina das 
presas verticalmente. 
REGIÃO V: 
Par-a r·egião v ' nos anali:zaramos a direção de uma 
solução por-: 
(3. 22) 
É f'acil var que dy < o nas regiÕes I e II I • 
" 
dy 
> o nas dx dx 




< o port.-ant-o ., reg1ao dt " dt- ' 
C:Y < O , ou seja a direção de uma solução na região V ser-á para 
ax 
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Em x = k ~emos por (3.3) que: 
Logo ~oda solução qus sa inicia na ragi~o V e cruza a 
re~a x = k , cruza esLa re~a com a mesma inclinação nagaLiva em 
'I 
'l .J ' I J_ ~ 
I l 
,, H I I r 
:....--k I I 
~/1 \ "'-I 
-+ 
\ I 




! i L , I v ,, 
m I 
---'"---i-_ _J_ ,. (i'.. O} ' 
Fig. 3~5- As regiÕes 1. II, III~ IV. e V~ e 
suas respectivas direções do sis~~ma (3.2) 
Resscrevsndo (3.22) como: 
dy 
ax 
= -y + qCx) 
xeC x5 _ pK. ·x) 
)) 
Para um x f'ixo s- x > k • t.smos qua 
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-r + q-Cx) 
~·~pcx) < dy < o âY 
SI S1 E:MA DE GAUSE GERNERALI ZAOO 




par-a as soluçóes à direit-a de x = h. Ist..o implica qu& 1.1ma soluç~o 
que Sé inicie na região V irá para à esquerda com sua inclinação 
limit.ada. com isso devendo cruzar x = .k em um tempo finito, indo 
para a região I. 
Agora irE!'mos considerar a solução que 'tem inÍcio em V e 
onde y:l > ~ chamaremos cst.a 
solução da r. Então r cont.inua para a &squerda com uma inclinação 
negat-.i va. e de C3. 3) temos: 
-r + q(x)_ 
" 
dy $ o 
-·il;"'P xtJ(x) dx 
X ::5íx5k - {ÂX) 
y $-y )I 
' 
desde r ·-que permaneça 
"" 
reg~ ao L Port.ant.o r deve cruzar a 
i sócl i na dos prsdadora-s em um t.Gmpo f"ini t.o, passando par· a a 
região II. Na região II. r continua andando para a esquerda. mas 
com inclinação positiva. Como CO.:y) Caixo-y) é uma solução do 
cruzar a isÓClina das presas num ~empo rinito indo para a região 
III. Na região III. uma inclinação negativa. -na o 
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pc,d,&rá interceptar o eixo--x pois este t-a1nbém é uma sol do ,, 
sis'Lam.a, port.a.n-Lo r deve cruzar a isóclina dos prodado-r-es num 
t.empo finito it"ldO para a região IV. Agora r t.em Ul'l.'l.ia inclinação 
posit.iva. e como (k,O) é um pont.o h.iparb61ico. r cruza a isóclina 
das presas indo para a 
r não pode se cruzar • 
r-egião 1 abaixo de y . Port.ant.o. desde que 
' 
• • r deve espir-alar aproximando de Cx .y ), 
Para most.rar a existência de ciclos lim.i tes aplicaremos o 
tsorema de Bendixon - Poincaré~ o qual está de~inido no Apêndice. 
• • O conjunt.o de pont.os limit.es pode sei <Cx .y )). Se' não 
for~ pelo teorema de Bendixon -Poincaré~ deve existir uma órbita 
fechada. a qual é, ~pela nossa análica, no núnimo ext.ernament.e 
est.ável, • • Port.anto se Cx ~Y ) í'or inst.ável. antão o conjunt-o dos 
pont.os limi~es deve ser um ciclo limita. 
Com is~o nós podemos montar o seguinte esquema: 
• • Se Cx ~Y ) f"or: 
um pont.o de equilÍbrio estável 
um ponto da equilÍbrio inst-ável ~ 
podamos 'Ler : 
{ 
nenhum ciclo 1 i mi Le 
ou 
um ciclo limit-e 
exLernamen'le est-ável 
com um ciclo limite inter-
na e externamente estável 
Exampl o: Um axempl o do si sLema C 3. 2) poda sa-r dado 
utilizando a resposta ~uncional: 
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a qual é de-sc:ri'La na f'igura 3.6. 
A :respos~a nuffiárica sendo dada por; 
q( x) = c:pC x) 
Fig~3~6- Respost-a funcional do exemplo. 
O cresci me-n:Lo específico da presa dado pelo 
crescimen~o logístico, is~o é: 
Por'Lant.o o sist-ema f'ica: 
(3. 23) 
onde as hipót-eses C3.3) à C3.10) são sat-isfeit-as~ logo C3.23) é 
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um modelo de Gause gEvner?.lizado, 
Para simular um 
fixaremos as constan"les: 
(l ; 10 
a = o. 01 r = 0.1 c :;:; 0.02 
iremos variar a cons-t.ant-e para most-rar as várias 
• • possibilidades da estabilidade do pont.o de equilÍbr-io Cx >:Y ) e 








Fig. 3~7- Diagr-ama de r-ase do sis'Lema 
3.23 com: ~ k = 1.000~ b) k = 2.500 
Co pont-o Cx .y*) ~ e~t.ável). o c) R= 
4.000 Co pont.o (x •Y) é ins~avel). 
• 
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I V- O HOOEj .. O DE KOLMOGOROV. 
IV.i- DEFINIÇÃO. 
Um modêlo de dinâmica populacional de duas espécies f'oi 
dado por Kotmoeorov em 1936 t36J. Es~e modelo usa o princípio que 
a ~axa de crescimento de uma espécie é proporcional ao número de 
~~pécies presentes. O modelo é dado por: 
{ 






com x ~ O ~ y ~ O. 




:1- f e e e C0 em tU dgf · < x ?! o • y 2:: o > 
• 2- Assumiremos que para um numero fixo de pr-esas, a t.axa 
de crescimento da população de presas diminui quando s~ aumenta o 
número de predadores. ou seja: 
i!fCx. yJ 
-Qy- < o (4. 2) 
3- Para uma taxa fixa de predadores e presas um aumento 
do número do predadores faz com que diminua a taxa de crescimento 
da pr~?sas • em out.ras palavras aument-ando o número da predadores 
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parLe da origem é nsgativa, ou seja: 
ilfCx,y) 
" itx + )I 
4- Pa~a pequenas populações de presas e predadores 
/(0,0) > o (4. 4) 
5- Deve exisLir um número su~icianLemante grande de 
predadores para o qual uma pequena população de presas -na o 
auman~e~ por~an~o~ para preservar a conLinuidada, ~amos: 
3 et > O t.al que fCO~cD = O (4. 5) 
6- Existe a capacidade do meio~ isto é: 
3 ~ > O Lal que fC~.O) =O C4.6) 
7- Como os predadores competem pelo mesmo recurso. sa 
fixarmos o número de presas e aumen~armos o número de predadores 
ist.o pr-oduzirá uma lent.a taxa de crescim&nto dos predadores. isto 
< o 
S- PEJlas mesmas razt5es da condição C4. :3) ~ t..a.mos: 
il!J(x, y) 
x iJx + )I < o 
(4, 7) 
(4. 9) 
CAF'1. TULO J V O MODELO DE KOU40G()FCü\l 
01.;, ( I'JrgCx,y),(e<.,(D ) < O , para t-odo (a, 
di? crG<sci menlo dos predac;;:wes será pos:i Li v;;,., mas se houver p-oucas 
mesmo h;;.vendo poucos predador· es , uma 
nega-t.iva de cr-escimen-t.o para os predadores, por'Lan-t.o: 
3 y > O Lal que &(y,O) =O C4.8) 
:10- Ss {$ :$ r os predadores se ex:Linguirão. port.an'lo: 
f?> r C4,10) 
1Q~ As concluções encontradas por KoLmoeorov C1935) 
e mais tarde por Rescieno e Richardson (:1955) íoram que ou e:xisLe 
um ponte de oquilÍbrio est,ável, ou um ciclo l.imi'Le estável, ou 
ambos. cone uções foram pr-ovadas por eles. os 
argumentos usados foram gráficos. 
2:;:- Para X = o y ) o 'lemos dê (4. 7) que 
age o, y) 
< o 
" 
de C4. 8) 'Lemos que y i'lr:;C O, y) ) o 
--iiy-- ay uma 
c:ont.ratHção. Est.a contr·adiçâo foi primeiro not.ada por Hay U .. 972), 
quB- sugG>riu modi:ficaç.Ões no modelo a fim dê que permit-a uma 
igualdade a zero no eixo-·y. Em tal caso, enLrGt.ant.o. foi apon·tado 
por Al.br&cht. a ou'lros C1973) (2] qua- pode haver- uma região de 
com soluções 
pm· i Ódi c as). 
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IV. 2:- TE:1)REt4A bF: KOLHOGOROV. 
enunciar e pr-ov;;r- o ·teorema de Kolmogc:çov, 
As-sumir·Gmos que (4.2), C-4,3), (4.7), C-4.8) valham s:6 no 
o Jnt-erior- do primeir-o quadrante. lD, e que o sinal <em (4.7) seja 
passado par-a 5 • e que: 
Cx ~) fCx,O) < O~ para ~odo x ~O, x ~ ~ (4.11) 
C:y- cO fCO,y) < O , para Lodo y;::: O, y ;tt a. (4.12) 
(x- y) &(x,O) ) 0 ~ para ~odo X~ 0, X~ y (4.13) 
Com is-to nós podemos enunciar- o s&guinte 'leorerna: 
Teor-ema 4.1 Cde Kotm.o!§:orov): Se (t' 2) a (4.13) forem 
sa'li sfei 'Las, en-tão ex:i s'te um Único ponto singular • • Cx ,y) de 
o • * (4.1) em @ , e se Cx ,y) f'or ins'Lável, en'Lão exisi..e pelo menos 
uma órbita pE"íiÓdi.ca: em (])0 • se n::Io houver- uma Ór-bif~a pte!riódica, 
"" • li' ' errtao Cx .y ) e um at-rat-or global. 
Par-a que possamos provar est-e t-eorema necess.i t-amos 
----------------------
:t- A prova do 
ti l . 
Athretch ol 
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se /C x, 
e de (4.11) à C4.13), 
i) A equação .fCx~y) = O de:fine uma Única função contínua 
y = p(x) no intervalo EO.(:n. ·tal que .p(O:J o;:; 0t • tp{(?) =O a p & 
est-rit...amen'le posit-iva e dif'erenciave-1 em CO,(~) com; 
i i) Em f$).0 • > o. A equção e(x~y) = O define uma 
Única f' unção con"LÍ nua x "" tj:;(. y) no i n-tar valo [O. +co) ~ t.al que tp( 0) 
-= y e 4ÂY) é diforancia.vel em IO.+co) com~ 
o " 
Prova: part-e O 
< q,(y) 
y 
Not.e qu~ par-a x > O • fCx~:y) é estritament-e decrescarrLe 
para O~ x < +ro. Esta propr-iedade. a qual chamaremos de porp.1, 
segue da hip6t.ese C4,2). Pala prop.1. para 'lodo x > O há no 
máximo uma y =- .,Cx) tal que fCx.tp(x)) = O Cesta declaração t.amhém 
vale par-a x ~O pala hipótese (4.12)). Como jCx.y) < O para x > ~ 
(por C4.11))~ a prop.1 implica que o domínio de f(x) está con~ido 
no inLervalo [O.~J. Também da hipÓ~ese C4.11) jCx,y) > O para O$ 
x < ~ • e ~x) deve ser estritamente posi~iva em [0.~]. 
iJfCx~y) o que ôy ~ O em ~ • segue do ~aorama da ~unção 
impl.icita que se p(x) é def"inida em algum pon~o z em CO,x), então 
.p(x) & definida e dif"er-anciavel num aber~o con~>endo z. e nes'LEl' 
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"' i n'Lerval o: 
Da (4, 3) com y = fl(x) 'lemos: 
iJfCx, p(x)) 
ÔX " + p(x) < O 
Usando a hipÓ~ese (4.2). ob~emos: 
dp(x) < p(x) 
dx x 
no inlervalo aberto contendo z. 
c 4. 14) 
Agora para um ~ixado ~ > O. C4.12) implica que 
fCO~~+M) > O. Pela conLinuidada da fCx.y) há um 6 CO < ó) ~al que 
fCx,et+p.D > O. sempre que O $ x ::S 6. Como /Cx, y) > O para 
O ~ x ~ S. 'Lemos pela con~inuidada do fCx.y) que p(x) G da~inida 
e limitada por y + M no in~ervalo [0~61, 
Seja T : <O.<) o máximo in~ervalo aber~o con~endo 6, no 
qual p(x) ó dG:finida, posi "li va a di:far>Btnciavel. Da inequação 
C4.14). "lamos: 
in~egrando da ó a x. onde 6 < x. ex e T, temos: 
Portant-o, como T c [0.(13. p(x) é limilada em T Cpor y+J.J 
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a esquerda de ó, como f't:.li visto, e por (~-· ~]x a direi.{ . .& de 6). 
RBsLa mostrar que ( - fi er que tp( x) 6 contínua em O e em 
:s'-eja <a) uma sequência em T convergindo a Ç. 
n 
Corno .a sequência 
{'fÁ-a)) é limi"lada. est-a cont-ém no mínimo uma subsequência 
" 
{~a )) co-nv&r-genta. e para tal sequência com.: 
"' 
~ cont-inuidade dê fCx.y) sagu~: 
a ssqu&ncia {;p{a. )) 
" 
pode lar no máximo um pont-o limit.e. por isso a sequência e 
convergente a~~). 
é máximo. e tp{x) é contínua em ($. A cont-inuidade de tpCx) em O é 
provada da maneira similar.o 
Par'Le ii): 
o Pela hipótese C4.B). para Cx.yJ e~ : 
> -
Como o lado direito é não negativo por C4.7) 8~:·y) é 
pos.l t.i vo om lP0 . Consequsnt.&mant.e, para Lodo a. ) 0 tJ(x. a) é uma 
função est.ritamante crescente da x. e port.ant.o para t.odo y > O há 
no máximo um x = 4>(. :y) lal que i!J(x. y:> = o. Seja ' p um numero 
posit-ivo f'lxo menor que r. C4.13) implica que fJ{x-~,0) < O é 
100 
CAPÍTcJLO IV O MODELO DE KOLMOGOROV 
e( .O) > O, Pela continuidade de e(x,:y-).,_., há um 6 > O t-al que 
tf>(y) é definida e lirni t.ada em O :i x ::5: 6 e q;<ó) > O. Até aqui a 
prova da parts ii) é similar a pr-ova da par'la i) com os papeis 
d<a x e y \.l'ocados. O teorema da -f"t.m.ção implici.t.a pode- ser usado, 
> O em ~0 . 
Seja t =- <O~!;') o máximo intervalo abart.o cont-endo 6 no 
qual q:t: y) 
ôe(x,y) 
" fJx 
é definido, positivo, e dif"erenciavel. Como 
;;:: O em T. En'lão: 
ifi'_y) ;, ifi'_6) > O, para v > 6, 
a tfr(y) não pode se aproximar de ze-ro. 
Usando ( 4. 7) e C 4. S) obt-emos c l i mi 'L e super i o r de 
$ o 
como na prova de i), e a inequação dif"erêncial implica que ó(y) é 
3 w > o. t.al que t im !f:(.y) = w 
y•Ç 
Port.ant.o T deve ser ext...endido. t.eriamo-s uma 
contradição. Logo T deve ser CO.+ooV. com 4(y) contínua em y =O, 
e da (4. 1.3) <$>(0) = y. Ist.o complet-a a prova do t.&orema 4. 2.11 
Nç:.t-a 1._: Sé a hipót-ese (4. 7) é fort.alecida a; 
" < O e-m 'iC! • 
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> O e (ji( y) tem uma i nvEwsa defini da em 
onde ~im. <f;{y) pode ser dcf.inido ou +oo. Port.an'Lo p e if;>- 1 são atrcbas 
y~oo 
funç·_Ões de x. o 
Not-a ê: As hiPot.sses (4.7). (4.ED a a cont.inuidado:E.> de- §(x,y) 
podem ser usadas para provar que S(O,y) e uma const.ant.e para 
O $ y < +oo. As hipóteses usadas por KoLmoeorov (se assumidas no 
quadr·ant.e fechado) leva a um.a. corrlradição: 
< o > O no eixo posit.ivo de y.o 
Agora dois casos são posi vais , ou r .!!: (3 ou (1. > r. 
Teorema 4. 3: Se j<x.y) e- e(x.y) sat-isfazem (4. 2) à (4. 9) 
e de (4.11) à (4.13). e se y? p. então toda trajetória de C4.i) 
começando em <í:l0 aproxima do pont.o Cf$.0) com t-+ +oo. 
Pr~; Para podermos provar· es-to& teorema necessit-amos dividir 4)0 
em cinco ragiÕes conforme os sinais de f 
"' 
8' 
Região I' <Cx~y): fCx, y) < O, e<x~y) < 0) 
n, <Cx.y): fCx, y) > o, JS(x, y) < 0) 
III' <cx,y), fCx,y) > O, e(x,y) > 0) 
I v, <Cx.y): fCx,y) < O, e(x, y) > 0) 
v, <Cx~y): fCx,y)e(x,y) < 0} = CI DL<: I Y:l. 
Nast.a prova usara-mos soment-e -três ,-reg:~.oes I ' !I, e IV, 
dasd& III ' conjun:t...o vazio. Est..as regiÕ<Ss que e agora um e as 
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das i as em cada uma das 
Fig~ 4~1- In~eração presa predador com a 
inclinação das trajetórias mos~radas nas 
regiÕ~s I, II. a IV quando C4,1) à C4.9) o 
(4.11) à C4.13) são sa~is~eitas. e r> ~, 






NoLG~ qu~& a inclinação das t-rajet-Órias quG> começam om 
g(x.y) = O ou à esquerda da e(x.y) = O com t = O, permanecerá nas 
regiÕes :r e 11 para t > O. Além disso t.odas as t.rajet-Ór-ias devem 
SG aproximar do C~. 0) com t ---"~"- +ro. De f a 'Lo. t.rajat.ór i as em I se-
movGm. para baixo e para à ésque-rda, em direção à fCx,:y) = O, e 
trajetÓrias em !I movem-se para baixo e à direita (veja as setas 
na f'igura 4.1) .. Trajo'lÓrias sm I e I! davam sa aproximar- do um 
pont-o em f C x. y) = O. O Único pont.o possl val á ( (3 • 0) • vi st.o que 
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o SJ. ngul ar, 
Nost-raremos agora que uma t-rajet-Ória que comece em IV 
cruza a curva x = .pcy), Suponha ao cont.ra:rio, que a lrajet.ória 
(x(t),yCD) com (x(O),y(Q)) em IV não cr-uze x =- tp(y) para algum t 
posit-ivo. > yem 
para t,odo t >O. As hipÓteses C4.2) à C4.Q). (4.11) à (4.13) e 
y ~ ~ juntas implicam que: 
max ZfCx,yJ: v ;, yCO) e x ;, 4f_y)} < O, 
ou seja; 
3 kí > O t.al qua fCxCD,yCD) < -J\• V t > O C4.16) 
desda que para t.odo t > 0: 
fJe(x,y) dx{ t) 
iJx dt 
fJe(x, y) 
+ fJy d~ t)) K"'X(O < o 
ou, 
~' (eex<: o ,yc o J fJe(x,y) fJy 
Y""Y~O 
e<x~y)y]x:=x<t.} < O 
y::;;y(t) 
Pela hipÓt.esa C4.7) c t-eorema 4.2 parte ii)~ temos: 
e(x<:D,y(D) < k, V t > O 
• 
onde k • e(x<:Q), yCO)) > O . 
• 
Consideremos agora a função vcx.y) = x'0'y~ 
(4. 17) 
onde a = k /k 
. ' 
e port-;;.n1t.o a> O. Derivando VCx~y) em r·elação a t. t.e-mos: 
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ô o ) 
= ax yj(x,y) + x yi!f(x,y 
$ o. para ~odo t > O. 
c 
• para t.odo t > O. 
x( t.) a. 
Fig* 4~2- Int.aração presa predador~ 
come na ~ig.4.1 com a região de confi-
naman~o usada na prova do ~aorama 4.3 
sombt" o a da. 
105 
CAP1TULO IV O MODELO DE KOLMOGOROV 
Consequentement.e a t.r.ajet.Ória (x( D ,yC t)) para t > O 
permanece na região (most-rada na f'ig, 4-.2) limit.ada pelas curvas 
y =- yCO), y-= C/xc.~ ex""' 4(y). Pelo teorema de Bendixon Poincaré 
esta região necessariamente contém um ponto singular. Logo temos 
uma contradição. pois como y ~ (1 não há pont-o si.ngular o em ({;.! • 
Trajet.Órias quoar comG<Cem em IV devem passar para a região I a se 
aproximar de c~~O) com L-4 +oo.a 
~ .- -Not.a 3:: O t.aorema 4. _..,. most-ra que se r C: fi anvao a populaçao da 
predadores vai a zero. Daqui para f'ran-t& assumiremos que (4.10) 
vale~ ou seja: 
fl > r 
Agora já podemos provar o teorema de Kotmo9orov (4,1). 
Prov~ da (4.1): Um pont.o singular em ~o$ uma solução do sistema 
de equações~ 
{ 
fCx, y) = O , 
e(x,y) = O 
ist.o é êquivalonLo a um punlo C4:(y),y) par-a o qual y e urn zero da 
função: 
d•f FC y) = f C fÁ y) , y) 
Most.rar&mos que a !unção FCy), a qual á d*linida & 
conL!nua am ro.+o;xO. é est-rit.a.mant.e dacrascent..e. com FCO) > o. e 
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para y suficiente grande F'Cy) é negat.iva, Pcx·t,a.r1'lo há exatamente 
um ponto singular em ~0 • 
ou;. 
Derivando FCy) Lemos: 
dJ"(y) = 
dy 
+ &fC;pcy) ,yJ __ &y __ _ 
8/Cx,y) < 0 8y ' e de (4. 3:) Lemos: 
< --
fljC;pc yJ, y) 
8y 













Além disso, FCO) = fCrp(O),O) é positivo, pois 4(0) = y a as 
hipóteses (4.11) a C-4.10) jun·tas implicam que j(y,O) > O. Se :y é 
um númaro maior qua max f"(x), segue que /C</>(y)~y) á negativa. 
OSx:Sy 
* um y > o Lal quo • FCy ) o. 
• • • • Tomando x = ~y ), c pont.o Cx ,y) é o Único pon'lo singular em 
1.0°. Os pont.os CO.O) e C{1.0) são os Únicos pon"los singulares na 
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ll • * ~ f": ()'(. y ) I ' N v_:. 
m 
\0,01 y r; X 
Fig~ 4~3- InLeração presa predador 
quando (4.2) à (4.13) são satisreitas. 
Ant.es de mais nada. no'le que t.r·ajet.Órias no eixo x 
pr-Óximas a CO~ O) me ,em-se (sobra o eixo x) para longe do pon:t.o 
singular (0,0) ~ e 'lrajet.Órias no eixo y próximas a (0,0) movem-se 
em dir-eção a CO.O). Trajet.Ór-ias em ~o proximas a (0.0) Lerão u~ 
componen'Le de seu movimento apontando para fora deste ponto. 
Port.ant-o. o ret.ra'Lo do plano de í'ase local das trajetórias em iD 
próximas a (0,0) é de um sat.-or da hipérbole (.íiguar 3.2). 
Similarment-e- t.emos mais dois set.ores da hipérbole- em ~ pr-Óximos 
do ponto C(1,0), separados por uma trajet.Ória r c 4;1° ~ que tende 
para C(3.0) com t---+ -oo. 
Da figura 4.3 lemos que se CxCO).yCO)) es~ivar na região 
IV a t.rajet.Ór-ia que se inicie. ou passe, nest.e po-nt.o t.er-á sua 
direção para cima a para à asqueJda. por-t.ant.o ou se aproxirnam de 
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• • Cx ,y ) , ou c:r-u:~";.am a curva x = tp(:y) horiz"o;:HYLalment-e, passando 
para a r agi ão I. 
• • 
'lemos qu<&> <Úa ou sê aproxima de Cx ~Y) ~ ou ela cruza a curva y = 
p(x) verticalmente indo para a região II. 
A t-rajet..ória na re-gião I! toma a dirS!Ção para baixo e 
par a à di r ai t.-a. e como e 1 a não pode c :r uzar o eixo x ~ -Lemos que 
•• ela ou se aproxima de Cx ~Y ) • ou cruza novament-e a curva x = 
tpC y) hor .i. 7.ont.al ment.e indo par a a região I 1 I. 
Na região III a direção da t.-rajet.-Ória é para cima e para 
• • à direit.a. portanto as traje'LÓr-ias ou se aproximam da Cx .y ). ou 
cruzam a curva y = p(x) indo para a regiÃo IV. 
Com est-a análise podamos concl ui r • • que Cx • y ) ou é um. 
ponto da equilíbrio est-ável. ou um pon~o de equilÍbrio instável. 
mas não um pont-o am sela Cpont.o hiperbÓlico). 
Agora considere a t.raje-LÓria r 
i nt-ei r arnen-ta em ! V. ent-ão com t --+ +ro f' deve t.endar 
permanece 
• • aCx.y), 
como t·oi mostrado acima. Nest-E? caso não há uma órbit-a periódica, 
e conclui mos que t-oda t.r·aje.f..ória em ({).0 se aproxima de ex* .y•) com 
t - +;:o. 
Se r -na o per-manecer na região IV~ seja o 
pril'ftl<?iro pont.o na qual r at-r-avessa e{x.y) = o passando para a 
região L Consider-e a r-egião 1P limit.ada por r de C($,0) a 
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o segrt~ent.o hor-izont.al y :;:;:: r;, O~ x < tp(r;J, e pelos 
segment.os de coordenadas O :$ x < {f • y = O. e O S y S TJ, x "" O 
C ver- fig. Uma t.rajst.ória qua per :rnanec e f' o r a de ll' 
aumerrtando-se t.. pode nem passar ciclicament-e al.raves de 1-IV e 
• • o 
fl€i1!1'l se- aproximar de (x .y ). Port.ant-o uma t-rajet..-ória em 1tl deve 
entrar em JP. Além disso, traj&tórias de C4.1) ou cr-uzam a 
front-eira de !f' do ext.erior- para o interior~ ou permanecem na 
fron-teira ds !f'. A concl ução- que t.emos com o 'teorema da .B&ndi.xon -
Poinca.ré é que há no mínimo uma Órbita periódica em r:P. ou Lodas 
o • • 
as tr aj et.ór i as em. G: devem se apr oxi mar de ( x " y ) com t -. +oo. 
b) 
FIG. 4., 4- Interação presa predador 
com duas conligurações possíveis a 
e b para a região (P. 
' as 4.2 4.13 valom 
. . -(x .y) é inst.ával, entao e-xiste uma Órbi'la pGriÓdica ex-terior 
qu9 á ssmiest.áva-1 para o lado du !'ora. $ uma Órbit-a periÓdic-a 
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bita 
periódica ela é estável. 
• • Prova: De!sde que C x • y ) é i ns-Lával por hi pÓ'Leseo e não é pont-o 
• • com (x • y ) no 
a :fronteira de h. do interior para o e-xte-rior com t--+ +ro, como 
mcst.ra a figura 4.6. Portanto a região [P• = !P 
propriedade que t.oda a t.rajet6ria entra em !f'• do exterior par-a o 
inter-ior e não sai de !f'•. Além do mais. !f'» não contém pontos 
singular-es. Port.an'lo [P• ~ a qual é limitada. cont.ém uma órbita 
externa uma Ór-bi t.a int-erna com propr-iedades 
estabilidades. 
FIG~ 4~5- Interaç~o presa predador com 
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por Ho t 1. i. ne) : 
fCx,y) 
sa Cx - c) 
(c + a)(x + a) 
y 
x + a 
com r= 2. s = 1. a; 10. c= 20 e k = 60. 
Para mos~rar que estas funções ~ormam um modelo de 
Kotmogorov~ Les~arsmos cada uma das condições do modelo: 
.:L. Claramant.e- nota - se que f e ff sat.is:faze:m esta 
condição. 
a;c :x, yJ 
2. ---e:;;- : 1 














Cx + a) 2 
5. /CO,aO = r - =- O ,.,;;,a=r-a. 
5, /C(I,O) : 









lleCx,y) y = 
;)y 
sa(y + c) 
Cc +a.)(y -+ a) 
X 
: o ... (I : k. 
Csa 2 .sac) + 
> 
Cx + a)2 
y 
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10. ~ > y ~ k > c. 
11. (x - {J)j(x,O) = (x - J:úr (1 - ~) 
= - ;,ex }Uz < O 
k 
12. Cy - wj(O,y) = Cy - ar) 
= -(y - a:r)2 < o 
• 
-Cy - ar) 
13. ex - yJ,<:x.Q) = (x - c) sa (x - c) (ç*' + a)(x + a.) 
sa Cx - c) 2 
Cc + a)(x + a) > o 
O ponto de equilÍbrio desta sisLema é dado por: 
x * = c e y * = r (1 - ~)c c + aJ • 
= 20 
* * JCx dl ) = 
* 
"' )I = 40. 
[:$:. + sac) 
(c + a.)2 
cujos au~ovalores são dados per: 
1 
= 100 
que são imaginarias com par-t.e real posit.iva. 





• • • Porl-anlo Cx , y ) e 
Dias1<ama cU;;. Fase [261 que nos dá o seguint..;;, d.iagrama de f'asê, 
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FIG. ~6- Diagrama de fase do exemplo 
do modelo da Kolmogorov. 
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A: Si st.en~ Li na ar Autonorno~ 
A~ 1 t Est-abilidade d<e Um S:ist.s~ Linear Aut-ônomo,. 
Consideramos o sis~ema linear aut.Ônamo: 
dx( t) = fi! X 
dt , com x(Q) = x. o CA.D 
onde x é um vetor linha x =Cx~x •.. ,.x), e lü uma ma'lriz nxn de 
< 2 n 
'lermos cons~antes. 
Um pon~o de equiJ (brio do sisl-sma (A.1J á uma solução do 
si stem.a tal que! 
= o 
No caso os pontos da equilÍbrio são soluções da equação 
algébrica: 
fi!x = O 
quando para cada c > O é possivel encontrar um 6 > O tal que para 
qualquer solução xC t) do sistema CA. 1) sa:tisf'azendo: 
I xCOJ X 11 ( Ô 
• 
então fi x:( t) - X !! ( C parA 
• 
todo t 2::: O. 
~finiª.Q A.2: Um ponlc de equilÍbrio x do 
• 
CA, 1) é assintoticamente estável, se é estável, e se exis.t.e um 
APftNDICE 
x(t) onde: 
n x(O) - X i < 6 
• o 
Temos também que: 




Is-to á~ as t.:r-ajGt.Ór-ias não somen-te são vizinhas do ponto 
de equilÍbrio, mas ~ambám tendem a esta ponto. 
l')afiniç;ão ~ Um pont-o de equilÍbrio 
est..ável é denominado i-nstável. 
A~Gt Solução do Sistema Linear Autônomo. 
A solução de CA.i) á dada por: 





ond& ~ sendo uma matriz significa a sárie convergente: 
CA. 3) 
Desta ~orma podemos ter o seguinte critério: 
Se todos os a:utovatores de /iê ti verem a parte reat 
negativa, x & assintoticamente estável. Se um autovalor de ~ tem 
• 
a parte real posí t iva. x 6 instável. 
• 
Se nenhum autovaLor tem. 
os autovalores com parte re-a.L nuia tem 'tiJ1ta divisão ete~ntar 
simpies Cisto é. há wn et'Utov.eior inde-pendente relacionado com 
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cada um dos autovaLores com suas respectivas muLtipLicidades), X 
• 
Bt Sistemas Quase - Lineares: 
Consideramos o sisLema auLonomo: 
fCx) CA. 4) 
com x = O como pont.o da equil:íbrio Cisto é. /CO) = 0). e numa 
vizinhança da origem tenha a ~orma: 
dx< t) = A\x + FCxJ CA. 5) 
onde ~ é uma matriz nxn. e FCx) sa~israz: 
O FCO) = o • 
• · ') fJF(x) "" .. ~ - 1 ~ 3 
.. .. sao con ... .1-nuas para ~.. = ~ c;,~ ••••• n. iJx 
' 
F. Cx) 
' L im 11 = O ~ para todo i.. x-~oO X ti 
Nesta caso dizemos que o sisLema é Quase Linear, ou seja 
a !'unção j(x) á sat.isfat.oriaman-t.a aproximada pala função lín<&ar 
A1x pr-Óximo a origem. 
Pode se most.r ar que pr ÓXl mo a origem o sistema quase 
ihrio do S:lStE!!rna quase linez;.r 
equi va.l ente a eslabi l .tdadf:? do ponto de equi 1 í br 1 o do si s'L~·rna 
associado quando admit;e aut-ovalores 
imaginários puros. 
C: FunçÕes d$ Liapunov: 
Seja VCx) uma f'unção escalar de n componentes de x. A 




dt CA. 6) 
dV'(x) dt represen~a como VCx) muda (cresce ou decre~ce-) ao 
longo das soluçÕes de CA.4J, 
V(x) é dita positiva definida se V(O) = O e fora da 
or-igE?m. mas num domínio D cord:,endo a origem. VCx) > O. 
Suponha que C A. 4) t.em um equilÍbrio em x = O, is'Lo e, 
/(0) = O. Seja VCx) uma ~unção deiinida posi-tiva em D. seja O c D 
uma subregião de D conlendo a origem no sau interior: 
dV(x) 1. Se àt--- 5O • x E O. ent...ão x ~O G estável. 
2. 
dV(x) 
dt < o X " o, X 
assi 0 t.oticamente estável, e a região de atração contem O. 
3. x e 0,. antão x ""' O é i nst.ávol 
V( x:> 
Tamb,.S,m. se o X C 0, então or.tgom 
o 
' ' l s,__ o e, no 
per- i ódi c as de um si st-emma aut,onomo de equações di f'er anci ais em 
duas di menções. Usaremos o teorema de Bendixon Poincaré. 
Assumiremos a exist.ência e unicidade das soluções, nas:Le caso 
existam para todo c tempo), e definiremos alguns conceit-os, 
J::Jefil)ição &,._,1:: "Seja a solução CCD = {x(t),y(t)) do 
sistema: 
<ixC t) 
-~ = FC.x,y) 
dyCD ~ = G(:x.y) 
unicamen'le determinada pelo pont-o inicial 
CA. 7) 
[x(Q),yCO)) = CCO), 
Di r e-mos que um pont.o C { • n ) é um pont.o 1 i mi Ü:> da solução se 
o o 
houver uma sequência monot.ónica t .t ,t •.. 
o • • 
lirn t = oo 
h 
lim CCt ) = lim ()('( t) ,:y( t) J = ce ,, ) 
o o 
" O conjunt,o de pont.os 1 i mi t...ss: das 
1Hl 
APi':NDI CE 
trajetór-ias e<: t) será chamado de C. •• 
Coro estas definiçÕes podemos enunciar o ~eorama da 
Bendixon - Poincaré: 
Poincaré): •• Se-ja CC t) uma 
solução de A, 7. e par a algum tempo a 'lr aj etór .i a CC t) per tença a 
um conjunto limitado a féehado no plano. Se o conjunt-o de pontos 
li mi tJ&s 4:.: não contem pont-os cr í t.i cos ~ então: 
i i) C é uma Órbita periÓdica. •• 
mas -ela S%;r encont r 
Coddi ngton '·! Levi nson ( 101. 
E: Ciclos Limites: 
Urna o1..rlra definição mais geral pod& ser- dada para ciclo 
limite: 
-na o dir 
1PO 
d<!t<ntro, ou por f'oraf quando t--+ oo, á denominada Cicto Lim-ite-. 
$$ Lodas as 'LraJo·tóri as que CO.TnêCErm pr6x.i rn.as a uma 
t.,r"ajet6ria fE~chada (dont.ro e fora) se- espir-a li :zem em direção a 
traj.a+ .. bria f(~chada <:oro t ~~"" oo, di:«A'YlTfOS qu$ o c.icl.o 1imit(';> <• 
'Lr et.Gda techada, a- no outro lado ::;:e afast.aun da t.raj ia 
fGchada~ com t. -. oo, dizemos que o ciclo lim.ita é s.emi-est.ável. 
Se as trajetórias e.m ambos os 1 ados da t.n:~.je'LÓri a 
fochada se espiraliz:am para longa. com t -~ oo. diZ;":}mos que c 
ciclo limite é i nstáve1. 
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